
Lista treningowa 2

zadania z kolokwium z zesz lego roku:

1. Oblicz wyznaczniki naste
‘
puja

‘
cych macierzy (aij) rozmiaru n× n:

a) (3 pkt.) aij = min(i, j);
b) (3 pkt.) aij = min(i2, j2).

2. Udowodnij, że jeśli macierze A,B ∈ Mn×n(R) sa
‘
dodatnio określone, to macierz AB

nie ma ujemnych wartości w lasnych.

3. “Podaj przyk lad” znaczy: “podaj przyk lad i uzasadnij, że ma on ża
‘
dane w lasności”.

a) (3 pkt.) Podaj przyk lad niezerowej formy kwadratowej Q:R3 → R, takiej że

Q(E1) = Q(E2) = Q(E3) = 0.

b) (4 pkt.) Podaj przyk lad skończonego F ⊆ R3, takiego że dla każdej formy
kwadratowej Q:R3 → R zachodzi warunek:

(

(∀f ∈ F )(Q(f) = 0)
)

⇒
(

(∀v ∈ R3)(Q(v) = 0)
)

.

4. Niech X be
‘
dzie skończonym zbiorem o n elementach, zaś F rodzina

‘
n+ 1 niepustych

podzbiorów X . Udowodnij, że istnieje niepusta podrodzina F ′ ⊆ F taka, że każdy
element zbioru X należy do parzyście wielu elementów F ′.
[Przypomnienie: zero jest liczba

‘
parzysta

‘
.]

5. Niech F be
‘
dzie diagonalizowalnym endomorfizmem skończenie wymiarowej przestrzeni

liniowej V . Niech W < V . Za lóżmy, że F (W ) ⊆ W . Udowodnij, że

W =
⊕

λ∈σ(F )

W ∩ Vλ.

Inne stare zadania z kolokwiów i egzaminów.

6. Niech V = V1 ⊕ V2, i niech Q be
‘
dzie forma

‘
kwadratowa

‘
na V , taka

‘
że Q|V1

i Q|V2
sa

‘
dodatnio określone. Czy Q musi być dodatnio określona?

7. Czy jest prawda
‘
, że z każdej zespolonej macierzy odwracalnej można zrobić macierz

nieodwracalna
‘
przez zmiane

‘
wartości jednego jej wyrazu?

8. B = (1−X +X2−X3, 2+X +X2 +2X3,−1+2X−X2 +X3, 2+X +2X2 +X3) jest
baza

‘
przestrzeni R3[X ]. Przekszta lcenie liniowe F :R3[X ] → R3[X ] jest dane wzorem

F (P ) = P (X) + XP ′(X) − P ′′(X). Oblicz det(mB(F )).

9. Niech A =
(

2 1
1 1

)

; niech B = (b1, b2) be
‘
dzie baza

‘
rzeczywistej przestrzeni liniowej

V ; niech C = (c1, c2) be
‘
dzie druga

‘
baza

‘
V , zwia

‘
zana

‘
z B wzorami c1 = 3b1 + b2,

c2 = 4b1 + 2b2.
a) Niech F :V → V be

‘
dzie przekszta lceniem liniowym, takim że mB

B(F ) = A. Wyz-
nacz mC

C(F ).
b) Niech Q:V → R be

‘
dzie forma

‘
kwadratowa

‘
, taka

‘
że mBB(Q) = A. Wyznacz

mCC(Q).
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10. Niech V = {A ∈ M2×2(R) : tr(A) = 0}.
a)(1 pkt.) Wyznacz wymiar i (jaka

‘
ś) baze

‘
V .

b)(2 pkt.) Uzasadnij, że det:V → R jest forma
‘
kwadratowa

‘
.

c)(4 pkt.) Wyznacz sygnature
‘

formy kwadratowej det:V → R.

11. Sprawdź, czy podana forma kwadratowa jest dodatnio określona.

Q(x, y, z, t, s) = 10x2 + 2xy + 5y2 − 2yz + 3z2 + 4xz + 3t2 − 6ts + 4s2

12. Oblicz wyznacznik n× n:
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13. Podaj przyk lad formy kwadratowej Q na przestrzeni R3, takiej że Q(E1) > 0, Q(E2) >
0, Q(−E3) > 0, a sygnatura Q wynosi (1, 2).

14. Uzasadnij, że istnieje liczba rzeczywista x, taka że
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1 2 3 x

1 1 1 7
1 2 4 −3
1 3 9 5
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6= 0.

15. Niech

A =




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









0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 0 1
a1 a2 a3 . . . an−1 an

















gdzie a1, . . . , an sa
‘

pewnymi liczbami zespolonymi. Udowodnij, że krotność geome-
tryczna dowolnej wartości w lasnej macierzy A wynosi 1.

16. Znajdź ostatnia
‘
cyfre

‘
liczby, która jest wartościa

‘
bezwzgle

‘
dna

‘
wyznacznika
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1 1 1 1 1 1
−32 16 −8 4 −2 1

0 0 0 0 0 1
64 32 16 8 4 2
1 −1 1 −1 1 −1

243 81 27 9 3 1
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