Lista treningowa 2

zadania z kolokwium z zeszlego roku:

. Oblicz wyznaczniki nastepujacych macierzy (a;;) rozmiaru n x n:

a) (3 pkt.) a;; = min(3, j);

b) (3 pkt.) a;; = min(i?, j2).

. Udowodnij, ze jesli macierze A, B € M, x,(R) sa dodatnio okreslone, to macierz AB
nie ma ujemnych wartosci wtasnych.

. “Podaj przykiad” znaczy: “podaj przykiad i uzasadnij, ze ma on zadane wtasnosci”.
a) (3 pkt.) Podaj przyktad niezerowej formy kwadratowej Q: R® — R, takiej ze

Q(E1) = Q(E2) = Q(&3) = 0.

b) (4 pkt.) Podaj przyktad skoriczonego F' C R3, takiego ze dla kazdej formy
kwadratowej Q: R® — R zachodzi warunek:

((Vf € F)(Q(f) =0)) = ((Vv € R*)(Q(v) = 0)).

. Niech X bedzie skoriczonym zbiorem o n elementach, zas F rodzina n + 1 niepustych
podzbioréw X. Udowodnij, ze istnieje niepusta podrodzina F' C F taka, ze kazdy
element zbioru X nalezy do parzysScie wielu elementéw F'.

[Przypomnienie: zero jest liczba parzysta,.]

. Niech F bedzie diagonalizowalnym endomorfizmem skoriczenie wymiarowej przestrzeni
liniowej V. Niech W < V. Zalézmy, ze F(W) C W. Udowodnij, ze

W= @ Wnva.
A€o (F)

Inne stare zadania z kolokwiéw i egzaminow.
. Niech V' =V; @ V4, i niech @ bedzie forma, kwadratowa na V', taka ze Q|v, 1 Q|v, sa
dodatnio okreslone. Czy @) musi by¢ dodatnio okreslona?

. Czy jest prawda, ze z kazdej zespolonej macierzy odwracalnej mozna zrobi¢ macierz
nieodwracalng przez zmiane wartosci jednego jej wyrazu?

. B=(1-X+X?2-X32+X+X24+2X3 —142X - X2+ X3 24+ X +2X? + X3) jest
baza przestrzeni R3[X|. Przeksztalcenie liniowe F': R3[X] — R3[X] jest dane wzorem
F(P)=P(X)+ XP'(X)— P"(X). Oblicz det(mpg(F)).

. Niech A = (f i), niech B = (b1,b2) bedzie baza rzeczywistej przestrzeni liniowej
V; niech C' = (c1,c2) bedzie druga baza V| zwiazana z B wzorami ¢; = 3by + ba,
Co = 4[)1 -+ 2b2
a) Niech F:V — V bedzie przeksztalceniem liniowym, takim ze m5(F) = A. Wyz-
nacz mg(F).
b) Niech Q:V — R bedzie forma kwadratowa, taka ze mPP(Q) = A. Wyznacz

m(Q).



10. Niech V' = {A € M3x2(R) : tr(A) = 0}.
a)(1 pkt.) Wyznacz wymiar i (jakas) baze V.
b)(2 pkt.) Uzasadnij, ze det: V' — R jest forma kwadratowa,
c¢)(4 pkt.) Wyznacz sygnature formy kwadratowej det: V' — R.

11. Sprawdz, czy podana forma kwadratowa jest dodatnio okreslona.
Q(z,y, z,t,5) = 1022 + 2xy + 5y — 2yz + 322 + daz + 3t — 6ts + 4s°

12. Oblicz wyznacznik n x n:
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13. Podaj przyktad formy kwadratowej Q na przestrzeni R?, takiej ze Q(E;) > 0, Q(Eo) >
0, Q(—FE3) > 0, a sygnatura Q wynosi (1,2).

14. Uzasadnij, ze istnieje liczba rzeczywista x, taka ze

1 2 3 =
111 7
1 2 4 -3 7 0.
1 3 9 5
15. Niech

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 O 0 0

A= . . . : :
0O 0 0 ... 0 1
ay az asg ... Qp—1 Qg

gdzie aq,...,a, sa pewnymi liczbami zespolonymi. Udowodnij, ze krotno$¢ geome-

tryczna dowolnej wartosci wlasnej macierzy A wynosi 1.

16. Znajdz ostatnia cyfre liczby, ktéra jest wartoscia bezwzgledna, wyznacznika

1 1 1 1 1 1
-32 16 -8 4 =2 1
0 0 0 0 0 1
64 32 16 8 4 2
1 -1 1 -1 1 -1
243 81 27 9 3 1




