
Lista treningowa 3

zadania z kolokwium z zesz lego roku:

1. Udowodnij, że jeśli macierze A,B ∈ Mn×n(R) sa
‘
dodatnio określone, to macierz AB

nie ma ujemnych wartości w lasnych.

2. Wyznacz odleg lość punktu
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3. Podaj przyk lad trzech liniowych izometrii F,G,H przestrzeni R3, takich że F ◦G◦H =
Id, ale H ◦G ◦ F 6= Id.
[Napisz macierze tych izometrii i uzasadnij ża

‘
dane w lasności.]

4. Niech A = US, A′ = U ′S′ be
‘
da

‘
rozk ladami biegunowymi odwracalnych endomor-

fizmów A, A′ przestrzeni unitarnej V . Udowodnij, że jeśli A′A−1 jest przekszta lceniem
unitarnym, to S = S′.
[Przypomnienie: rozk lad biegunowy jest jednoznaczny.]

Inne stare zadania z kolokwiów i egzaminów.

5. Niech V be
‘
dzie skończenie wymiarowa

‘
przestrzenia

‘
euklidesowa

‘
(nad cia lem R), zaś

v1, v2 ∈ V niech be
‘
da

‘
liniowo niezależne. Udowodnij, że istnieje podprzestrzeń W <

V , taka że PW (v1) = PW (v2) 6= 0.
(Uwaga: sam rysunek nie wystarczy.)

6. Przez 〈·, ·〉 oznaczamy standardowy iloczyn skalarny w R3. Dla jakich wartości para-
metru t istnieja

‘
w przestrzeni R3 liniowo niezależne wektory v1, v2, v3 z których każdy

ma d lugość 1, 〈v1, v2〉 = 2

3
, 〈v1, v3〉 = −1

2
, 〈v2, v3〉 = t.

7. Znajdź rozk lad biegunowy macierzy
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)

.

8. O rzeczywistej macierzy A rozmiaru 3×3 wiadomo, że detA = 6, A jest symetryczna,
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 sa
‘
jej wektorami w lasnymi o wartościach w lasnych 1 i 2. Znajdź

te
‘

macierz.

9. Niech V be
‘
dzie przestrzenia

‘
euklidesowa

‘
. Niech liniowe P :V → V be

‘
dzie rzutem

(tzn. P 2 = P ). Pokaż, że jeśli dla każdego wektora v zachodzi ‖Pv‖ ≤ ‖v‖, to P jest
samosprze

‘
żony.

10. O odwzorowaniu P :Rn → Rn wiadomo, że ma wy la
‘
cznie rzeczywiste wartości w lasne

i że diagonalizuje sie
‘

(nad R). Udowodnij, że istnieje baza ortonormalna B przestrzeni
Rn, taka że mB(P ) jest macierza

‘
górnotrójka

‘
tna

‘
.

11. Dla jakich wartości parametru t ∈ R równanie x2 +y2 +z2 = xy+yz+ tzx ma jedyne
rozwia

‘
zanie rzeczywiste?

12. Czy uk lad (sin(x), cos(x), sin(2x), cos(2x), . . . , sin(100x), cos(100x)) jest liniowo nieza-
leżny w przestrzeni C([−π, π]) rzeczywistych funkcji cia

‘
g lych na przedziale [−π, π]?
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13. Niech W be
‘
dzie rzeczywista

‘
przestrzenia

‘
euklidesowa

‘
wymiaru n ≥ 3, zaś F : W →

W przekszta lceniem liniowym, takim że dla dowolnych v, w ∈ W zachodzi równość
V (v, w) = V (F (v), F (w)) (tzn. F zachowuje pola równoleg loboków). Udowodnij, że
F jest ortogonalne.

14. Za lóżmy, że macierze A,B ∈ Mn×n(C) sa
‘
samosprze

‘
żone i dodatnio określone. Udo-

wodnij, że tr(AB) > 0.

15. W przestrzeni R4 zawarta jest prosta k = {(1, 2, 0,−1)⊤ + t(2, 3,−1, 2)⊤ | t ∈ R, oraz
prosta ℓ = {(0, 1, 1,−2) + t(1, 2, 2,−1)⊤ | t ∈ R}. Oblicz odleg lość mie

‘
dzy prostymi k

i ℓ.

www.math.uni.wroc.pl/∼psnia/dydaktyka/algebra-liniowa-2/kolokwia.pdf,
zadania 90, 98, 105, 107
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