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Lista treningowa 3

zadania z kolokwium z zeszlego roku:

. Udowodnij, ze jesli macierze A, B € M, x,(R) sa dodatnio okreslone, to macierz AB

nie ma ujemnych wartosci wlasnych.

1 1 1 1
0 1 1 -1
. Wyznacz odlegto$¢ punktu | 1 | od podprzestrzeni Lin{| 1 | ,| =1 |,| 0 |}.
0 1 —1 1
1 1 0 —1

Podaj przyklad trzech liniowych izometrii F, G, H przestrzeni R3, takich ze FoGoH =
Id, ale Ho G o F # 1d.

[Napisz macierze tych izometrii i uzasadnij zadane wlasnosci.]

Niech A = US, A’ = U'S’ beda, rozktadami biegunowymi odwracalnych endomor-
fizméw A, A’ przestrzeni unitarnej V. Udowodnij, ze jesli A’ A~ jest przeksztalceniem
unitarnym, to S = S’.

[Przypomnienie: rozklad biegunowy jest jednoznaczny.]

Inne stare zadania z kolokwiéw i egzaminow.

Niech V bedzie skoniczenie wymiarowsa przestrzenia, euklidesowa (nad cialem R), za$

v1,v9 € V niech beda liniowo niezalezne. Udowodnij, ze istnieje podprzestrzen W <

V, taka ze Py (v1) = Pw(va) # 0.

(Uwaga: sam rysunek nie wystarczy.)

Przez (-,-) oznaczamy standardowy iloczyn skalarny w R3. Dla jakich wartosci para-

metru ¢ istnieja w przestrzeni R3 liniowo niezalezne wektory vy, vo, v3 z ktérych kazdy
2

ma dhugosé 1, (vy,ve) = 3, (v1,v3) = —%, (vg,v3) =t.

Znajdz rozklad biegunowy macierzy <; :f )
O rzeczywistej macierzy A rozmiaru 3 x 3 wiadomo, ze det A = 6, A jest symetryczna,
1 0

2 | oraz 1 sa, jej wektorami wlasnymi o wartos$ciach wlasnych 11 2. Znajdz
2 -1
te macierz.

Niech V' bedzie przestrzenia euklidesowa. Niech liniowe P:V — V bedzie rzutem
(tzn. P? = P). Pokaz, ze jesli dla kazdego wektora v zachodzi ||Pv|| < [|v]|, to P jest
samosprzezony.

O odwzorowaniu P: R" — R" wiadomo, ze ma wylacznie rzeczywiste wartosci wlasne
i ze diagonalizuje sie (nad R). Udowodnij, ze istnieje baza ortonormalna B przestrzeni
R", taka ze mp(P) jest macierza gérnotréjkatna,.

Dla jakich wartosci parametru ¢t € R réwnanie 22 + 132 + 22 = zy +yz +tzx ma jedyne
rozwiazanie rzeczywiste?

Czy uklad (sin(x), cos(z), sin(2z), cos(2x), . . ., sin(100x), cos(100x)) jest liniowo nieza-
lezny w przestrzeni C(|—m, w]) rzeczywistych funkcji ciagltych na przedziale [—m, 7|7
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Niech W bedzie rzeczywista przestrzenia euklidesowa, wymiaru n > 3, zas F': W —
W przeksztalceniem liniowym, takim ze dla dowolnych v,w € W zachodzi réwnos¢
V(v,w) = V(F(v), F(w)) (tzn. F zachowuje pola réwnoleglobokéw). Udowodnij, ze
F' jest ortogonalne.

Zatézmy, ze macierze A, B € M, »,(C) sa samosprzezone i dodatnio okreslone. Udo-
wodnij, ze tr(AB) > 0.

W przestrzeni R* zawarta jest prosta k = {(1,2,0,—1) " +¢(2,3,-1,2)" | t € R, oraz
prosta £ = {(0,1,1,-2) +¢(1,2,2,—1)T | t € R}. Oblicz odlegtoé¢ miedzy prostymi k
il
www.math.uni.wroc.pl/~psnia/dydaktyka/algebra-liniowa-2/kolokwia.pdf,
zadania 90, 98, 105, 107



