Algebra ISIM 1, Lista 11

Wiele zadan na tej liScie ma przesadnie duzo podpunktow. Rozwiaz tyle z nich, ile potrzebujesz.

. Rozpoznaj nastepujace krzywe stopnia 2 sprowadzajac ich réwnania do mozliwie prostej postaci: (a)

222 + 3y? — 4z + 18y + 28 = 0, (b) 222 + 3y% — da + 18y + 29 = 0, (c) 222 + 3y — 4z + 18y + 30 = 0,
(d) 2% — 5y? — 42 — 50y — 123 = 0, (e) 2? — 5y? — 42 — 50y — 121 =0, (f) —y> — Tz + 8y — 21 = 0, (g)
—y24+8y—21=0, (h) —y>2+8y—16=0, (i) —y>+8y— 11 =0.

. Podaj przyklad réwnania stopnia 2 opisujacego (a) pare prostych przecinajacych sie w punkcie (;), (b)

pare prostych réwnoleglych do wektora (é), (c) okrag o promieniu 7 przechodzacy przez punkt (i); (d)
punkt (?); (e) @; (f) hiperbole przechodzaca, przez (g), taka ze kat miedzy jej asymptotami wynosi 7/3.
Znajdz kanoniczne réwnania ponizszych krzywych. Nastepnie znajdz wektory wilasne tej macierzy i
prostokatny uktad wspélrzednych w ktérym réwnanie staje sie kanoniczne. Rozpoznaj i naszkicuj krzywa,
(na tle oryginalnych wspéhrzednych).

(a) 22 +3zy+ 92+ 1=0, (b) 422 + 222y + 3> =1, (c) 2% — 2zy +y> =1,

(d) 22 —=3y2 =0, (e) 2y +y*> =0, (f) 22 + 22y + > =0, (g) 22 + 2y + y? = 0.

SprowadZ do postaci kanonicznej (wraz z wyrazeniem nowych wspélrzednych przez stare i starych przez
nowe) krzywe: (a) 3422 — 24zy + 41y* — 20z — 140y + 125 =0, (b) 22 — 22y + y?> + x +y = 0.

Znajdz o$ symetrii obrazu paraboli y = v/22? przez przeksztalcenie o macierzy (é i) .

10.

Naszkicuj powierzchnie w R?: 22 =0, 2% +4y? +422 =0, 224+22=0, 2°+:2=1, 22—y’ =
0, 2>+’ —22=—-1, 22 +9y2+22=0, —2’4+y*+2°=1, z—y>=0.

Sprowadz ponizsze powierzchnie do postaci kanonicznej: napisz macierz odpowiedniej formy kwadra-
towej; znajdz wartosci wlasne i baze ortonormalna wektoréw wlasnych; napisz posta¢ kanoniczna réwna-
nia i macierze P i P~! wiazace wspélrzedne z, y, 2 ze wspdlrzednymi 2/, 1, 2’ w ktérych postaé réwnania
jest kanoniczna. Zidentyfikuj powierzchnie, naszkicuj ja na tle uktadu wspétrzednych z'y’z’. Odczytaj
7z postaci kanonicznej réwnania jej wlasnosci geometryczne (dtugosci pélosi, symetrie obrotows, lub jej
brak, odleglo$é miedzy powlokami, katy pélrozwarcia stozka asymptotycznego itp.). Opisz tez polozenie
powierzchni wzgledem ukladu zyz (podajac kierunki pétosi, osi symetrii obrotowej lub osi stozka asymp-
totycznego itp.).

(a) 22 —5y + 22 +4xy+2xz+4yz:3,

(f) —2zz+y? =1,
) 4z +2y +3yz+2z =1, (
(
(

(b g) bx? — 2xy — 2wz + 5y? — 2yz + 522 = 3,
(c) x —dyz— 22 =0, h) 22 + y2 + 522 — 62y — 222 + 22y = 0,

(d) 622 +5y + 722 74xy+4xzf0 i) 322 — 4oy — 8xz + 2y +8yz + 822 =1,
(e) 112% + 4ay — 1622 + 2y% + 20yz + 522 = 9, (j) 22% — 8xy + 8y? + 12wz — 24yz + 1822 = 1.
Wiadomo, ze powierzchnia stopnia 2 zadana réwnaniem az? + 2bzy + 2cxz + dy? + 2eyz + f22 +g =0

moze by¢ elipsoida, hiperboloida, jednopowlokowa, hiperboloida, dwupowtokowa, ... Uzupelnij te liste
rozwazajac wszystkie mozliwe postacie kanoniczne powyzszego rownania. Uwzglednij takze przypadki
zdegenerowane, jak np. punkt.

Przedstaw elipsoide o dlugoéciach pélosi a, b, ¢ jako obraz sfery z2 + y? + 22 = 1 przez odpowiednie
przeksztalcenie liniowe R2. Znajac wzér na objetosé kuli i wiedzac jak zmienia si¢ objetoéé pod wplywem
przeksztalcenia liniowego oblicz objetosé obszaru ograniczonego ta elipsoida.

Zidentyfikuj powierzchnie (np. jako elipsoide, pare plaszczyzn itp.), nie znajdujac dokltadnych wartosci
wspolczynnikéw postaci kanonicznej a jedynie okreslajac ich znaki.

(a) 2% — 22y + 2y% + 4wz + 322 =1,

(b) 22 — 2xy + 222 + dyz + 322 = 0,

(c) 2% + 2zy + 2y% + 222 + 2yz + 422 =1,

(d) =222 + 22y + y? + 222 + 6yr — 222 = 1.

11.

Niech V = R[X], W = {P € V : P(0) = 0}. Uzasadnij, ze jesli @ i S nalezg do tej samej warstwy
W, to Q(0) = S(0). Czy jest tez odwrotnie? Uzasadnij, ze w kazdej warstwie W jest dokladnie jeden
wielomian stopnia 0. Wyznacz dim(V/W).



12.

13.

14.

15.

16.

Niech V' = R?, za$ W niech bedzie prosta w R? zadana réwnaniem © = ¥ = —z.
a) Sprawdz, czy wektory vi + W, vo + W sa Inz w V/W, dla (i) v; = (1,2,3) ,va = (4,5,6)7T;
(i) o1 = (2,6,-2)7, 2 = (0,1,2)7; (i) or = (~1,0,2)7, vz = (0,3,1)"5 (¥) v = (0.0,1)",

=(0,1,0)7.
b) Wskaz baze B przestrzeni V/W i oblicz [v1] g, [v2] 5 dla wszystkich powyzszych vy, vs.

Zalézmy, ze v, w € R3 sa Inz. Jaki warunek musi spelniaé jednowymiarowa podprzestrzein W < R3, aby
v+ W,w+ W byly lz w przestrzeni ilorazowej R3/W? Rozwaz przyklad v = (1,1,0)T, w = (0,1,1)T.
Uzasadnij, ze jesli W < V, (b1,...,bx) jest baza W za$ (b1,...,bk,bgt1,...,bn) baza V, to (b1 +
W, ... by, + W) jest baza V/W.
Niech V,W < U, dim(U) < oo. Uzasadnij, ze funkcja V/(V N W) — (V + W)/W dana wzorem
v+VNW — v+W jest dobrze okreslonym izomorfizmem. Wywnioskuj wzér dim(V+W)+dim(VNW) =
dim(V') + dim(W).
Niech V.= W & W', i niech p: V — V/W bedzie odwzorowaniem ilorazowym v — v+ W. Uzasadnij, ze
plw: W — V/W jest izomorfizmem.

17. Niech a(t) € R[t] bedzie ustalonym wielomianem Ktére z nast@pujacych funkcji sa, funkcjonalami
liniowymi na Ry, [t]: (a) f(P) = [, a(t)P(t)dt; (b = [ a(t)P(t?)dt; = [ a(t)[P(t)]2dt;
(d) f(P) = P"(=1); (e) f(P)=P(Q)P'(-1).

18. Niech v1,ve,v3 oraz wy,ws, w3 beda bazami R3, zas v!, v?,v3 oraz w', w?, w3 bazami (R3®)* do nich
dualnymi. Przypuéémy, ze vo = wy oraz vz = wz. Czy koniecznie musi byé tak, ze v = w? i v3 = w?3?

19. Niech W <V, dim(V) < oo, f € W*. Uzasadnij, ze istnieje F' € V*, takie ze F|w = f.

20. Uzasadnij, ze jesli dim(V) < oo, W <V, v € VAW, to istnieje f € V*, takie ze flw =0, ale f(v) #0

21. Niech f,g € V* speliaja ker(f) = ker(g). Udowodnij, ze istnieje skalar «, taki ze f = ag.

22. Niech v1,...,u; €V, ¢1,...,¢r € V*. Udowodunij, ze jesli det(¢;(v;)) # 0, to (v;) sa Inz w V, zas (¢;)
sg lnz w V*.

23. (Najbardziej popularna definicja iloczynu tensorowego)

24.

Niech T bedzie przestrzenia liniowa o bazie {(v,w) | v € V,w € W}. Okredlamy podprzestrzen Z < T
jako podprzestrzen generowang przez nastepujace wektory:

(v+v,w) — (v,w) — (v, w), v,o' eViweWw

v,w+w) — (v,w) — (v,w), veV,ww eWw
(
(A, w) — A(v, w), veViweW e K
(v, \w) — A(v, w), veViweWeK.

Uzasadnij, ze przestrzen ilorazowa T/ Z wraz z dwuliniowym odwzorowaniem
VxWs@ww)— vw +ZeT/Z

jest iloczynem tensorowym V i W (ma WJUF).

(Niekonstruktywna konstrukeja iloczynu tensorowego)

a) Niech U =] ovxw—z 2, gdzie produkt jest wzigty po wszystkich dwuliniowych odwzorowaniach
¢V xXW — Z z kazdym mozliwym Z. Odwzorowanie ®: V x W — U jest diagonalne, tzn ® (v, w) =
(¢(v,w))p. Okreslamy T' = Lin(®(V x W)). Uswiadom sobie teoriomnogosciowe problemy z ta
definicja; nastepnie je zignoruj i uzasadnij, ze przestrzen T wraz z odwzorowaniem ®:V x W — T
jest iloczynem tensorowym V i W (ma WJUF).

b) Jak wykonaé te konstrukcje w zgodzie z obowiazujaca teoria, mnogosci?



