Algebra ISIM. Lista 12

. Niech V bedzie przestrzenia liniowa, N jej liniowo niezaleznym podzbiorem, za$ G podzbiorem V' generujacym

V. Zalézmy, ze N C G. Udowodnij, ze istnieje baza B przestrzeni V, taka ze N C B C G.

2. Udowodnij, ze kazde dwie bazy tej samej przestrzeni liniowej sa réwnoliczne.
3. Udowodnij wzory: (A x B,C) = (BxC,A); Ax(BxC)+Bx (CxA)+Cx(AxB)=0.
4. Uprosé¢ wyrazenia: (a) (A, A x C); (b) (Ax (B+ AxC),A); (¢) (A+ Ax B,A+ B);
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(d) (D x (A+ D),(Ax B) x (C x A)).

(
. Niech P = (1,2,3)T, niech II bedzie plaszczyzna o réwnaniu 4x +y — z = 2, za$ £ niech bedzie prosta
2
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5 = 3 ), Napisz nieparametryczne réwnanie
(a) plaszczyzny przechodzqcej przez P i réwnoleglej do 1I;
b) plaszczyzny przechodzacej przez P i zawierajacej /;
¢) prostej przechodzacej przez P i prostopadlej do II;
d) prostej przechodzacej przez P i réwnoleglej do £.
) prostej przechodzacej przez P, réwnoleglej do II i prostopadtej do ¢;
) plaszezyzny I zawierajacej £ i takiej, ze kat miedzy II a II' jest réwny katowi miedzy IT a ¢.
1 —1-2y 32+9

(
(
(
(e
(f

. Znajdz réwnanie nieparametryczne plaszczyzny zawierajacej prosta “5— = — =% = 2= i prostopadlej do

1
plaszczyzny —x + 4y — 2z = 100.

. Udowodnij, ze proste X = A+ tB, X = C + tD zawieraja sic w pewnej plaszczyznie wtedy i tylko wtedy

gdy (A,B x D) = (C,B x D). Uzywajac tego warunku stwierdz, czy proste X = (1,1,2)" 4+ ¢(7,1,0)7
X =(-6,0,2)T +#(1,0,1)T leza w jednej plaszczyznie. Jesli tak, znajdz réwnanie tej plaszczyzny.

. Dla kazdej éciany F' pewnego wielo$cianu wypuklego narysowano wektor Nr prostopadly do F', skierowany

na zewnatrz wielo$cianu (jesli zaczepié go gdzie$ w $rodku Sciany F'), o dtugosci réwnej polu Sciany F'. Pokaz,
ze suma wszystkich narysowanych wektoréw jest réwna 0. (Wsk. zréb druciany model wieloscianu i zanurz
go w strumieniu.)

. Uzyj tozsamosci z zadania 1 by pokazaé, ze wysokoéci tréjkata sferycznego przecinaja sie w jednym punkcie.

Kwaternion mozna zapisa¢ w postaci z+ jw dla zespolonych z, w. Opisz mnozenie i sprzezenie kwaternionéw
uzywajac tej ich reprezentacji.

Definiujemy na H strukture (prawej) przestrzeni liniowej nad C okreslajac mnozenie kwaternionu ¢ przez
liczbe zespolona z = a + bi jako kwaternion g(a + bi).

Uzasadnij, ze odwzorowanie H 3 z + jw ( ) € C? jest izomorfizmem zespolonych przestrzeni liniowych.
Standardowa baza C? odpowiada przy tym izomorfizmie bazie B = (1, j) przestrzeni H.

Uzasadnij, ze dla dowolnego kwaternionu p odwzorowanie ¢, : H — H dane wzorem ¢,,(¢) = pq jest C-liniowe.
Niech p = z 4+ jw. Wyznacz macierz ¢, w bazie B = (1, j) w terminach liczb z, w.

Sprawdz, ze jesli |p| = 1, to ¢, jest przeksztalceniem unitarnym o wyznaczniku 1.

Niech SU (2) oznacza grupe macierzy unitarnych rozmiaru 2 x 2 o wyznaczniku 1. Uzasadnij, ze odwzorowanie
Sp(1) 3 p+— mp(lp) € SU(2) jest izomorfizmem grup.

Udowodnij, ze jedli kazda z liczb m, n jest suma, czterech kwadratéw liczb calkowitych, to ich iloczyn mn jez
jest taka, suma.

Opisz ztozenie (prawoskretnych) obrotéw: o 2% wokét (1,0,1)7, i o T wokét (—1,1,0)". To zlozenie jest

3 2
obrotem: o jaki kat i wokdt jakiego wektora?

Niech L bedzie cialem zawierajacym cialo K (np. L = C, K = R). Wtedy L mozemy potraktowaé jak
przestrzen liniowa nad K i zdefiniowaé Vi, := L ® ¢ V. Przypominajac sobie, ze L to jednak cialo, okreslamy
mnozenie wektoréw z Vi, przez elementy L wzorem ¢ - ({! @ v) = (€/') ® v.

Uzasadnij, ze Vi, z tak okreslonym mnozeniem przez skalary jaste przestrzenig liniowa nad L.

Uzasadnij, ze dla L = C, K = R przestrzen V¢ jest izomorficzna z kompleksyfikacja V.

Udowodnij, ze jesli B = (by, ..., bq) jest baza V (jako przestrzeni liniowej nad K), to By, = (1Qb1,...,1®b4)
jest baza Vi, = L ®k V (jako przestrzeni liniowej nad L).

Od tej chwili do korica listy zakladamy, ze charakterystyka K jest rowna 0, tzn. ze dla kazdego naturalnego
n mamy n! # 0 w ciele K.

Elementowi o € S, grupy permutacji przypisujemy endomorfizm £,: V&" — V®*  Dany jest on przez
warunek £, (V1 @ V2 ® ... Q V) = Vg-1(1) @ Vg-1(2) @ ... @ Vg1 ().

Starannie uzasadnij, ze ¢, jest dobrze okreslonym przeksztatceniem liniowym.

Pokaz, ze dla o, 7 € S,, zachodzi £, o {; = { .
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Definiujemy przestrzenie tensoréw symetrycznych i tensoréw antysymetrycznych jako
S"V ={tc VO | (Vo € S,)(l,(t) =1)}, A"V ={t e V®" | (Vo € S,)(l,(t) = sgn(o)t)}.

(Np. v@w+w®v € S?V, v@w—w®v € A2V.) Definiujemy tez odwzorowania symetryzacji S: V™ — SV
i antysymetryzacji A: V™ — A"V wzorami

S(t) = % SO0, AW = % S sen(o)L (1)

T oES, oeS,

(Np. Swew)=1veow+wev), Alveow) =2vew—wev).)
Udowodnij, ze S, A sa rzutami na S™V, A"V: §? = S, Im(S) = S"V, A2 = A, Im(A) = A"V.

Udowodnij, ze V®2 = S2V @ A?V. Czy dla wyzszych poteg tensorowych tez bedzie to prawda?
Algebre tensorowa, algebre symetryczna, (bozonéw) i algebre zewnetrzna (fermionéw) przestrzeni liniowej V'
okreslamy jako

TV = @)V@’, SV = é}snv, AV = @A"V.

(V&0 = SOV = AOV = K.)

Uzasadnij, ze wzor
(V1 ®...QUn, Upgt1 @ . @ Ungk) P V1 Q.. @ Uy @ U1 ® ... @ Utk

wyznacza dobrze okreslone dwuliniowe odwzorowanie V& x V& — y®0+k)  Kolekcja tych odwzorowan
(dla wszystkich mozliwych n, k) rozszerza sie jednoznacznie do dwuliniowego mnozenia TV x TV — TV
zwykle oznaczanego po prostu ®.

Uzasadnij, ze
wzor p-q:= S(p® q) (dla p, g rozkladalnych) wyznacza dwuliniowe mnozenie (symetryczne) w SV;
wzor p A q := A(p ® q) (dla p, g rozkltadalnych) wyznacza dwuliniowe mnozenie (zewnetrzne) w AV.

. Uzasadnij, ze A(A(p) ®q) = A(p®q) = A(p ® A(q)) (dla dowolnych rozktadalnych p, ¢). Wywnioskuj stad,

ze iloczyn zewnetrzny w AV jest laczny. Zréb to samo dla algebry symetrycznej SV.

. Uzasadnij, ze jedlit = v ® ... Q@ v, 1 v; = v; dla pewnych ¢ # j, to A(t) = 0. (W szczegdlnosci v Av =0 dla

veV.)

. Uzasadnij, ze dla rozkladalnego tensora ¢ i permutacji o € S,, mamy A(¢,(t)) = sgn(o)A(t), S(¢s(t)) = S(t).

(W szczegblnosciv Aw = —wAv,v-w=w-vdav,weV.)

. Uzasadnij, ze vy A...Av, = A(01®...QVy,), v1...- U = S(11 ®...Qvy,). (Lewe strony sa dobrze okreslone

dzieki tacznosci mnozenia.)

Niech dimV = d < o0, i niech B = (by,...,bq) bedzie baza V.

Uzasadnij, ze {b;; - ... - b;, |1 <i3 < ... <14, <d} jest bazg S"V. Wyznacz dim S"V i dim SV
Uzasadnij, ze {b;; A...Ab;, |1 <i3 <...<i, <d} jest bazg A"V. Wyznacz dim A"V i dim AV.

. Uzasadnij, ze v1,...,v, € Vsalnz < vy A... Av, #0.
. Udowodnij, ze jesli t € A2K3, to t = v Aw dla pewnych v, w € K3.
. Udowodnij, ze jesli Lin(vy,...,v,) = Lin(wy,...,wy), to v1 A ... Av, i w1 A ... A w, sa proporcjonalne w

A"V, Czy jest tez odwrotnie?

. Niech F:V — W bedzie liniowe. Okreslmy F®":V®" — W®" przez warunek F®"(v; @ ... ®@ v,) =

F(v1)®...@F(v,). W oparciu o ta definicje okresl TF: TV — TW, S"F: S™V — S"W, A"F: A"V — A"W.

. Udowodnij, ze

d
Xr(z) =Y tr(AT"F)(—x)".
n=0

Zinterpretuj:

forme kwadratowa, na przestrzeni V — jako element S2(V*);

funkeje wielomianows na przestrzeni V' — jako element S(V*);

wyznacznik (funkcje ukladu d wektoréw z d-wymiarowej przestrzeni V') — jako element A4 (V*).

. Zbadaj, czy Lin{v® ... ®@v|v e V}) =S5"V.



