Algebra ISIM 1. Lista 2

. Uzasadnij, ze zbidor rozwiazan ukladu réwnan liniowych n zmiennych o zerowych prawych stronach jest

podprzestrzenia, K.

. Dla ponizszych ukladéw réwnan znajdz rozwiazanie ogélne.

201 +x0 + 3x3 — 2x4 + 5 = 4

6x1 + 3x2 + dx3 —4xs + 325 =5
2:L'1+SC2+7SC374:C4+SC5:11
4r1 + 222 + 223 — 34 + 325 = 6

2x1 + 2x0 + 33+ Sy = 4 —4x1+Txe + 23+ 34 =5

{ 5x1 + 3z + bxs + 1224 = 10 { —921 + 1022 + 323+ T4 =7
r1 + Txe + 923 + 414 = 2 Tx1+ 5xo —4x3 — 624 = 3

. Wyznacz rozwiazanie ogdélne, a nastepnie odczytaj z niego baze przestrzeni rozwiazan uktadu.

r1—2x3+ x5 =0
SCQ*SC4+SC6:O
56175624*:657:66:0;
$27£C3+SC6:0
1 —2T4+2x5 =0

3x1 +4x0 +x3 +2x4 + 325 =0
5x1 4+ Txo + 3+ 3x4 + 425 =0
4z + Sxo + 223 + x4 + D5 =0
Tx1 + 1029 + 3 + 624 + 525 = 0

. Dla jakich prawych stron uktady z poprzedniego zadania pozostaja niesprzeczne?

. Znajdz wielomian P(X) stopnia 3 o wspélezynnikach rzeczywistych, taki ze P(—2) =1, P(—1) =3, P(1) =

131 P(2) = 33.
Opisz wszystkie podprzestrzenie R3.

. Podaj przyklad 4-elementowego podzbioru R3, w ktérym zawarte sa jedynie 3 bazy RS3.

8. W zbiorze A = {(0,0,0,0)7,(1,0,1,0)7,(1,2,1,3)7,(2,2,2,3)7,(0,0,0,1) "} wskaz podzbiér, ktéry jest
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. Znajdz baze podprzestrzeni R® zadanej ukladem réwnarii:

baza, Lin(A) (rzecz dzieje siec w R*).
{1‘1+1‘2+1‘3+SE4+SE5 =0

. dnii. 2e iest
Ty — o+ s — T4 + 75 = 0 (Uzasadnij, ze jes

to naprawde baza.)

. Uzasadnij, ze jesli (u, v, w) jest baza V, to réwniez (u + v, u + 2v + w, w) jest baza V.

Ktére z nastepujacych zbioréow sa podprzestrzeniami:

CR): {f € CR): f(7) =0}, {f € C(R): f(12) > f(-12)};

przestrzeni ¢ = {(an)5% : an € R} wszystkich ciagéw o wyrazach rzeczywistych: {(a,) : (Vn > 0)(ant3 =
ant1 = 3an)}, {(an) : a17 + afoo = 0}, {(an) : a17 = ajpg = 0}, {(an) : a5 + a7 + a15 = O};

R? — podzbiory okreslone przez réwnania: 22 = 22 +2y%, v +y+22 =0, 22 +y?> + 22 =0, 22+ 3y + z = 0;
przestrzeni wielomianéw R[X]: wielomiany stopnia 7, {P € R[X] : P/(2) = 0}, {P € R[X] : P"(-1) +
P(4) =0}, {P € R[X]: P"(2) + P(0)? = 0},

Podaj przyklad dwéch baz (ai,as,asz) i (b1, ba,b3) przestrzeni R?, takich Ze (ai,ba,b3) jest baza R3, ale
(b1, az,az) nie jest baza R3.

Czy prawda jest, ze jeSli B = (b,ba,b3) i C = (¢, ba,b3) sa bazami Ro[X], to dla dowolnego P € Ry[X]
ostatnie dwie wspélrzedne P w bazie B sa takie same jak ostatnie dwie wspoélrzedne P w bazie C?7

Napisz jawnym wzorem izomorfizm F : R3 — V dla (a) V = {(z,y,2,t)" € R*: 2+ 2y + 2+ 3t =0}; (b)
V ={P € Ry[X]: P"(0) = P(1) = 0}. W przypadku b) oblicz F~1(X — X?).

Zalézmy, ze dim(V) = n, W < V, dim(W) = k. Uzasadnij, ze istnieje izomorfizm F : V — K™, taki
ze FIW] = {(w1,...,2%,0,...,0)7 : zy,...,2, € K}. Napisz taki izomorfizm wzorem dla V = Rg[X],
W ={PeV:P(1)+P0) =0}
(W ciele:) Element a’ speliajacy a+a’ = @’ + a = 0 nazywamy przeciwnym do a i oznaczamy —a. Element

a’ speiajacy aa’ = a’a = 1 nazywamy odwrotnym do a i oznaczamy a~!. Udowodnij, ze element przeciwny
/ odwrotny jest jedyny. Udowodnij, ze (—1) - a = —a.

(W przestrzeni liniowej:) Wektor v’ spelniajacy v+v' = v’ +v = 0 nazywamy przeciwnym do v i oznaczamy
—v. Udowodnij, ze wektor przeciwny jest jedyny; wykaz, ze —v = (—1) - v.

Udowodnij, ze w dowolnej przestrzeni liniowej V' zachodzi (a, b to skalary, v, w — wektory): a(—v) = (—a)v =
—av;av =0 <= (a=0Vov=0);av+bw=bw+aw < (a=bVv=uw).

Uzasadnij lub obal (A, B to dowolne podzbiory dowolnej przestrzeni liniowej): Lin(AUB) = Lin(A4)+Lin(B),
Lin(AN B) = Lin(4) NLin(B), A C B = Lin(A) C Lin(B), Lin(Lin(A)) = Lin(A).

Zalézmy, ze B C V, Lin(B) =V, |B| = dimV < co. Udowodnij, ze B jest baza V.
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Udwodnij, ze zbiér funkeji potegowych {a" | n =10,1,...} jest Inz w C(R).

Czy jest prawda, ze dla dowolnego ciata K zbiér funkeji potegowych {2 | n =0,1,...} jest Inz w przestrzeni
F(K, K) wszystkich funkcji z K w K?

Uzasadnij, ze zbiér Q(¥/2) = {a + b/2 4+ c¥/4 | a,b,c € Q} ze zwyklymi dzialaniami jest cialem.

Niech ¢ = 1+2—‘/5 Udowodnij, ze ((¢™)n, ((—¢) ™)n) jest baza przestrzeni F = {(an)>, | (Yn > 0)(a, €
R)A (Vn > 2)(an = an—1+ an—2)}.

Udowodnij, ze zbiér funkeji {cos(nz) | n=0,1,...} U{sin(nz) | n =1,2,...} jest Inz w C(R).

Wskaz mozliwie duzy liniowo niezalezny podzbiér przestrzeni V = {P € R[X]: P/(—1) = 0}.

Ile k-wymiarowych podprzestrzeni ma n-wymiarowa przestrzen liniowa nad cialem g-elementowym?

Gléwnym celem wyktadu jest przedstawienie podstawowych poje¢ i metod algebry liniowe;j.

. Liczby zespolone.

Gaussa metoda eleminacji.

. Przestrzenie liniowe, podprzestrzenie liniowe, liniowa niezaleznos¢, baza. Wymiar przestrzeni liniowej,

izomorficzno$é przestrzeni tego samego wymiaru.

. Przeksztalcenia liniowe, jadro, obraz, tw. o indeksie. Macierz przeksztalcenia liniowego, skladanie i odwra-

canie przeksztalcen.
Grupa permutacji, znak permutacji. Wyznacznik i jego wlasnosci.

. Tw. Kroneckera—Capellego, rzad macierzy, réwnos¢ rzedu wierszowego i rzedu kolumnowego. Minory a rzad

macierzy, wzory Cramera.

. Konstrukcje przestrzeni liniowych: suma prosta, przestrzen dualna i bidualna, przestrzen ilorazowa, iloczyn

tensorowy.
Formy kwadratowe, diagonalizacja metoda Lagrange’a, dodatnia okreslono$¢, kryterium Sylvestera, syg-
natura.

. Przestrzen euklidesowa, baza ortonormalna, proces Grama—Schmidta; przeksztalcenie sprzezone, operator

samosprzezony, twierdzenie spektralne.

Kompleksyfikacja. Diagonalizacja rzeczywista i zespolona; przestrzenie unitarne, rzuty prostopadle, przek-
sztalcenia ortogonalne i unitarne.

Diagonalizacja formy kwadratowej w bazie ortonormalnej, rozklad biegunowy. Posta¢ kanoniczna réwnania
kwadryki.

Objetos¢ i macierz Grama.

Rozktad Jordana endomorfizmu.

Iloczyn wektorowy. Geometria prostych i plaszczyzn w R3. Kwaterniony i izometrie R3.

Zaliczenie na podstawie 3 kolokwidéw (po 20 pkt.) i aktywnosci na éwiczeniach (do 20 pkt.) Prég na zaliczenie:
30 pkt., w tym co namniej 20 z kolokwiéw.



