
Algebra ISIM 1. Lista 3

1. Niech F :V → W be
‘
dzie liniowe. Uzasadnij, że Im(F ) < W .

2. Narysuj w uk ladzie wspó lrze
‘
dnych obraz siatki {

(

x
y

)

: (x ∈ Z)∨(y ∈ Z)} przez przekszta lcenie liniowe zadane

macierza
‘
: (a)

(

2
0

0
1
2

)

; (b)
(

4
1
−1
2

)

; (c)
(

−2
−3

1
3

)

.

3. Znajdź macierz liniowego przekszta lcenia p laszczyzny A wiedza
‘
c że (a) A

(

5
0

)

=
(

3
1

)

, A
(

0
7

)

=
(

−2
3

)

, (b)

A
(

4
1

)

=
(

2
3

)

, A
(

1
−1

)

=
(

0
1

)

.

4. Podaj przyk lad macierzy A ∈ M2×2(R), takiej że dim ker(FA) = dim Im(FA) = 1 i ker(FA) = Im(FA).

5. Niech F : R100 → R7 be
‘
dzie przekszta lceniem liniowym. Jaki może być wymiar ker(F )? Jaki może być

wymiar Im(F)? A jak be
‘
dzie dla F : R7 → R100?

6. Z twierdzenia Bezout wywnioskuj, że jeśli wielomian stopnia ≤ 13 zeruje sie
‘

w 1, 2, 3, . . . , 14, to musi on
być wielomianem zerowym. Używaja

‘
c tw. o indeksie wywnioskuj sta

‘
d, że dla dowolnych liczb a1, a2, . . . , a14

istnieje (jedyny) wielomian P stopnia ≤ 13 taki że P (1) = a1, P (2) = a2 . . . , P (14) = a14. [Zdefiniuj
odpowiednie przekszta lcenie liniowe z R13[X ] w R14.]

7. Ile jest przekszta lceń liniowych F2
3 → F3

3?

8. Które z naste
‘
puja

‘
cych przekszta lceń F :Rn[X ] → Rn[X ] sa

‘
liniowe?

a) F (P (X)) = P (2X + 3);
b) F (P (X)) = P ′′′(X);
c) F (P (X)) = P ′(X) + P (1);
d) F (P (X)) = P (X + 1) − P (X).

9. Dla liniowych przekszta lceń F z poprzedniego zadania wyznacz ker(F ) oraz Im(F ).

10. Oblicz wymiary naste
‘
puja

‘
cych przestrzeni:

{P ∈ R50[X ] | P (−X) = P (X)},

{(x1, . . . , x100)⊤ ∈ R100 |
∑100

i=1(−1)ixi =
∑100

i=1 xi =
∑50

i=1 x2i = 0},

{(x1, . . . , x100)⊤ ∈ R100 |
∑100

i=1 x
2
i =

∑50
i=1 x2i−1 = 0},

{P ∈ R3[X ] | XP ′′′(X) + P ′′(X) = 0, P ′(−1) + P (0) = 0},
{P ∈ R100[X ] | P ′(−1) = P (1) = P ′(0) = 0}.

11. Uzasadnij, że symetria osiowa wzgle
‘
dem prostej przechodza

‘
cej przez 0 jest liniowym przekszta lceniem R2 →

R2. Wyznacz macierz takiej symetrii, jeśli jej osia
‘
jest prosta o równaniu y = (tgα

2 )x.

12. Macierz





0 1 0
0 0 −1
−1 0 0



 jest macierza
‘
obrotu R3 wokó l pewnej osi. Znajdź oś tego obrotu.

13. Podaj przyk lad macierzy A rozmiaru 3 × 3 o wyrazach rzeczywistych, takiej że
a) dim ker(FA) = 1, dim Im(FA) = 2 i ker(FA) < Im(FA);
b) dim Im(FA) = 1, dim ker(FA) = 2 i Im(FA) < ker(FA).

14. Niech F :V → W be
‘
dzie liniowe i be

‘
dzie bijekcja

‘
. Sprawdź, że przekszta lcenie odwrotne F−1:W → V też

jest liniowe.

15. Za lóżmy, że F :V → W jest liniowe, i że dimV = dimW < ∞. Uzasadnij równoważność warunków:
a) F jest bijekcja

‘
(izomorfizmem);

b) F jest injekcja
‘
(jest różnowartościowe);

a) F jest surjekcja
‘
(jest “na”).

16. Udowodnij lub obal:
a) Jeśli uk lad wektorów v1, . . . , vn ∈ V jest lz, a F : V → W jest przekszta lceniem liniowym, to uk lad wektorów

F (v1), . . . , F (vn) też jest lz.
b) Jeśli uk lad wektorów v1, . . . , vn ∈ V jest lnz, a F : V → W jest przekszta lceniem liniowym, to uk lad

wektorów F (v1), . . . , F (vn) też jest lnz.

17. Niech (f0, f1, f2, . . .) be
‘
dzie jednym z cia

‘
gów Fibonacciego (tzn. fn+2 = fn+1 + fn dla n ≥ 0). Niech

Xn =
(

fn+1

fn

)

. Znajdź macierz A ∈ M2×2(R), taka
‘
że wzór Xn+1 = AXn zachodzi dla wszystkich n ≥ 0.
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18. Niech B ∈ M(k+1)×n(R) be
‘
dzie macierza

‘
otrzymana

‘
z A ∈ Mk×n(R) przez dopisanie (u do lu) jednego

wiersza. Czy może sie
‘

zdarzyć, że wymiar Im(FB) jest mniejszy niż wymiar Im(FA)?

19. Uzasadnij, że zbiór prawych stron dla których uk lad o ustalonej macierzy g lównej A jest niesprzeczny jest
podprzestrzenia

‘
liniowa

‘
; uzasadnij, że wymiar tej podprzestrzeni plus wymiar przestrzeni rozwia

‘
zań uk ladu

jednorodnego (tj. o zerowych prawych stronach) o tej samej macierzy g lównej A jest równy liczbie kolumn
A.

20. Niech dla i = 0, . . . , n funkcja fi : Vi → Vi+1 be
‘
dzie przekszta lceniem liniowym, przy czym ker(fi+1) = Im(fi)

(dla i = 0, . . . , n− 1). Za lóżmy ponadto, że V0 = Vn+1 = {0}. Udowodnij, że
∑n

i=1(−1)i dim(Vi) = 0.

21. W dowolnym ciele K rozważmy zbiór sum jedynek {0, 1, 1+1, 1+1+1, . . .}. Udowodnij, że jeśli ten zbiór jest
nieskończony, to najmniejsze podcia lo cia la K zawieraja

‘
ce {0, 1} jest izomorficzne z cia lem liczb wymiernych

Q.

22. Niech F :R2 → R2 be
‘
dzie izometria

‘
(funkcja

‘
zachowuja

‘
ca

‘
odleg lości punktów), taka

‘
że F (0) = 0. Udowodnij,

że F jest przekszta lceniem liniowym.

23. Udowodnij, że identyczność jest jedynym endomorfizmem cia la R. To znaczy, pokaż, że jeśli ϕ:R → R

spe lnia warunki

(∀x, y ∈ R)(ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y)), (∀x, y ∈ R)(ϕ(x · y) = ϕ(x) · ϕ(y)), ϕ(0) = 0, ϕ(1) = 1,

to ϕ = Id – czyli (∀x ∈ R)(ϕ(x) = x).

24. Udowodnij, że jeśli F :R2 → R2 jest bijekcja
‘
przeprowadzaja

‘
ca

‘
proste na proste i spe lniaja

‘
ca

‘
F (0) = 0, to

F jest przekszta lceniem liniowym:
a) Uzasadnij, że jeśli dodatkowo wiemy, że F

(

1
0

)

=
(

1
0

)

i F
(

0
1

)

=
(

0
1

)

, to F ograniczone do osi OX jest endomor-
fizmem R. Dalej, pokaż że takie F jest identycznościa

‘
na ca lym R2.

b) Udowodnij teze
‘

zadania w pe lnej ogólności używaja
‘
c wyniku z punktu a).
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