Algebra ISIM 1. Lista 3

1. Niech F:V — W bedzie liniowe. Uzasadnij, ze Im(F) < W.

. Znajdz macierz liniowego przeksztalcenia plaszczyzny A wiedzac ze (a) A(5) =

. Narysuj w ukladzie wspétrzednych obraz siatki {(Z) :(x € Z)V(y € Z)} przez przeksztalcenie liniowe zadane

macierza: (a) (32); (b) (411_21); (c) (:gé)
o) = (), AG) = (3), ()

A = (), AC) = ()

. Podaj przyklad macierzy A € May2(R), takiej ze dimker(Fa) = dimIm(F4) =11 ker(F4) = Im(Fja).

5. Niech F : R%0 — R bedzie przeksztalceniem liniowym. Jaki moze byé¢ wymiar ker(F)? Jaki moze by¢

11.

wymiar Im(F)? A jak bedzie dla F : RT — R!00?

. Z twierdzenia Bezout wywnioskuj, ze jesli wielomian stopnia < 13 zeruje sie w 1,2,3,...,14, to musi on

by¢ wielomianem zerowym. Uzywajac tw. o indeksie wywnioskuj stad, ze dla dowolnych liczb a;,as, ..., a14
istnieje (jedyny) wielomian P stopnia < 13 taki ze P(1) = a1,P(2) = az...,P(14) = a14. [Zdefiniyj
odpowiednie przeksztalcenie liniowe z Rq3[X] w R']

. Tle jest przeksztalceri liniowych F% — F3?

. Ktére z nastepujacych przeksztalcen F: R, [X] — R, [X] sa liniowe?

F(P(X)) = P(2X +3);
F(P(X)) = P’”( );
F(P(X)) = P'(X) + P(1);

F(P(X)) = P(X + 1) — P(X).

. Dla liniowych przeksztalcen F' z poprzedniego zadania wyznacz ker(F') oraz Im(F).

. Oblicz wymiary nastepujacych przestrzeni:

{P € Ryo[X] | P(—X) = P(X)},

{(@1,...,2100) T € RYO | S0 (— 1)y = 32,20 @y = 3000, oy = 0},

{(.1'1, e ,$100) € R0 | 2100 2= Z?il T2i—1 = 0}7

{PeRs[X]| XP"(X)+ P”(X) 0,P'(—1) + P(0) = 0},

{P € Rypo[X] | P'(-1) = P(1) = P'(0) = 0}.

Uzasadnij, ze symetria osiowa wzgledem prostej przechodzacej przez 0 jest liniowym przeksztalceniem R? —
R?. Wyznacz macierz takiej symetrii, jesli jej osia jest prosta o réwnaniu y = (tg§)z.

0 1 0

. Macierz 0 0 —1 ] jest macierza obrotu R3 wokét pewnej osi. Znajdz oé tego obrotu.

-1 0 0
Podaj przyklad macierzy A rozmiaru 3 x 3 o wyrazach rzeczywistych, takiej ze
dimker(F4) =1, dimIm(Fa) =21 ker(Fa) < Im(Fla);
dimIm(F4) =1, dimker(Fa) =21 Im(Fa) < ker(Fa).

. Niech F:V — W bedzie liniowe i bedzie bijekcja. Sprawdz, ze przeksztalcenie odwrotne F~1: W — V tez

jest liniowe.

Zalézmy, ze F:V — W jest liniowe, i ze dimV = dim W < oco. Uzasadnij rownowaznosé¢ warunkow:
F jest bijekcja (izomorfizmem);

F jest injekcja (jest réznowartosciowe);

F jest surjekcja (jest “na”).

Udowodnij lub obal:

Jedli uktad wektoréw vy, ..., v, € V jest 1z, a F': V — W jest przeksztalceniem liniowym, to uktad wektoréw
F(vi),...,F(v,) tez jest lz.
Jedli uklad wektoréow vi,...,v, € V jest Inz, a F : V. — W jest przeksztalceniem liniowym, to uktad

wektoréw F'(v1),..., F(v,) tez jest Inz.

. Niech (fo, f1, fo,...) bedzie jednym z ciagéw Fibonacciego (tzn. fni2 = fat1 + fn dla n > 0). Niech

X, = (f}“). Znajdz macierz A € Max2(R), taka ze wzér X,,11 = AX,, zachodzi dla wszystkich n > 0.
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Niech B € M41)xn(R) bedzie macierza otrzymana z A € Mjx,(R) przez dopisanie (u dotu) jednego
wiersza. Czy moze si¢ zdarzy¢, ze wymiar Im(Fg) jest mniejszy niz wymiar Im(F4)?

Uzasadnij, ze zbiér prawych stron dla ktérych uktad o ustalonej macierzy gléwnej A jest niesprzeczny jest
podprzestrzenia, liniowa; uzasadnij, ze wymiar tej podprzestrzeni plus wymiar przestrzeni rozwiazan uktadu

jednorodnego (tj. o zerowych prawych stronach) o tej samej macierzy gléwnej A jest réwny liczbie kolumn
A.

Niech dlai = 0,...,n funkcja f; : V; = V;41 bedzie przeksztalceniem liniowym, przy czym ker(f;+1) = Im(f;)
(dlai=0,...,n—1). Zalézmy ponadto, ze Vo = V41 = {0}. Udowodnij, ze >, (—1)" dim(V;) = 0.

W dowolnym ciele K rozwazmy zbiér sum jedynek {0,1,14+1,14+141,...}. Udowodnij, ze jesli ten zbior jest
nieskoriczony, to najmniejsze podcialo ciala K zawierajace {0,1} jest izomorficzne z cialem liczb wymiernych
Q.

Niech F: R? — R? bedzie izometria, (funkcja zachowujaca, odleglosci punktéw), taka ze F'(0) = 0. Udowodnij,
ze F' jest przeksztalceniem liniowym.

Udowodnij, ze identycznos¢ jest jedynym endomorfizmem ciala R. To znaczy, pokaz, ze jesli p: R — R
spetnia warunki

(Va,y € R)(p(z +y) = o(x) + ¢(y)), (Vz,y € R)(p(z-y) = p(z) - 0(y)), »(0)=0, »(1)=1,

to ¢ =1Id — czyli (Va € R)(p(z) = x).

Udowodnij, ze jesli F:R? — R? jest bijekcja przeprowadzajaca, proste na proste i spetiajaca F'(0) = 0, to
F jest przeksztalceniem liniowym:

Uzasadnij, ze jesli dodatkowo wiemy, ze F’ ((1)) = ((1)) iF (?) = (?), to F' ograniczone do osi OX jest endomor-
fizmem R. Dalej, pokaz ze takie F jest identycznoscia na calym RZ2.

Udowodnij teze zadania w pelej ogdélnosci uzywajac wyniku z punktu a).



