Algebra ISIM 1. Lista 4

. Niech macierza, przeksztalcenia F' : V — W wzgledem baz: (el, es, 63) przestrzeni V i (fl, fg) przestrzeni W,

bedzie (g le ?) Wyznacz macierz F' wzgledem baz (e1,e1 + ea,e1 + ea +e3) 1 (f1, f1 + f2).

. Rozwazmy przeksztalcenie liniowe F : Rp[X] — R? dane wzorem F(P) = (P(-1),P'(0), P(1))". Niech

B = {1, X, X?} bedzie baza Ry[X], za$ E = {Ej, Es, E3} baza standardowa R®. (a) Znajdz ME(F). (b)
Niech C = {FE; + 2E3, E3, B2 + E1}. Znajdz mB(F). (c) Czy F jest odwracalne?

. Niech F : R® — R? bedzie dane wzorem F((v,y,2)") = (22 + z,2 +y + 2,y — 2). Niech B =

((1,0,1)7,(0,1,0)7,(1,1,0) 7). Znajdz (jesli to mozliwe) baze C przestrzeni R, taka ze (a) mG(F) =
1 2 0 1 1 -1
01 0f;mmGEF)=2 1 1
0 1 1 -1 0 -2
. Wiadomo, ze B,C,D to bazy R?, za$ F : R® — R?. Co wiecej, B = ((1,1,1)7,(0,1,1)7,(0,1,0) "),
2 0 1 -1 -2 0
mG(F)=(0 -1 0], m{F)=| 4 3 1 |.ZnajdzD.
1 1 0 -5 -2 =2

5. Czy jest odwracalne przeksztalcenie Roz[X] > P — P” 4 3P’ 4+ 2P € Ry, [X]?

6. Znajdz macierze odwrotne do nastepujacych:

10.

11.

12.

13.

14.
15.

0010 000 —1 1 2 00 2 3 1 2 11 .1
1000 [002 0] [2 3 00 112 0 [0 1 ... 1
000 1) {1t o0 o' |1 -113[loo1 1) |... ... ... ..
0100 030 0 0 1 0 2 00 1 -2 0 0 ... 1

Niech E]Z bedzie macierza, ktéra ma jedynke na przecieciu i-tego wiersza i j-tej kolumny, zaé zera na po-
zostalych miejscach (i # j). Uzasadnij, ze (I + AE})™" =1 — AE}.

. Opisz ukladem réwnan liniowych zbiér Lin{(1,2,1,-2)",(~1,3,4,0)T,(-1,8,9,—-2)"}.

3 ) 3

(Tzn. znajdz uklad réwnari liniowych, ktérego zbiorem rozwiazani jest podany zbiér.)

. Wytlumacz, jak majac uklad réwnan opisujacy podprzestrzen W < R™ i wektor v € R™ wyznaczy¢ uklad

réwnan opisujacy zbiér v+W. Opisz zbiér {(1,0, —1,1) T +¢(1,2,1,-2) " +5(—1,3,4,0) " +u(—-1,8,9,-2) " :
t,s,u € R} uktadem réwnar.

Udowodnij, ze jesli F': V — W jest monomorfizmem, to istnieje przeksztalcenie liniowe G : W — V| takie ze
G o F = 1d (Dlaczego nie wynika stad, ze kazdy monomorfizm jest izomorfizmem?). ZnajdZ macierze dwéch

1 -1
réznych takich G dla F : R? — R3 zadanego macierza | 2 0
1 1

Udowodnij, ze jesli W < V', zas f : W — U jest przeksztalceniem liniowym, to istnieje przeksztalcenie liniowe
F:V — U, takie ze f jest obcieciem F do W. Znajdz takie F' dla V = Ry[X], W = {P € Ry[X] : P(3) = 0},

U =Ri[X], f(P) = 2]

Dla przestrzeni liniowych V, W nad cialem K oznaczmy przez Hom(V, W) zbiér wszystkich przeksztalceri
liniowych z V' do W. Przeksztalcenia takie mozna dodawaé i mnozyé przez skalary. Sprawdz, ze Hom(V, W)
z tymi operacjami jest przestrzenia liniowa.

Niech V, W beda, przestrzeniami liniowymi nad cialem K o wymiarach n, k i bazach B, C. Zdefiniuj do-
dawanie i mnozenie przez skalary na zbiorze macierzy My, (K) tak, by funkcja ®: Hom(V, W) — Mjxn(K)
dana wzorem ®(F) = mg(F ) byla izomorfizmem przestrzeni liniowych. Jaki jest wymiar przestrzeni
Hom(V, W)?

Udowodnij, ze przeksztalcenie liniowe jest odwracalne <= jest izomorfizmem.

Niech A € M, xn(K).

Uzasadnij, ze jesli operacjami wierszowymi da sie przerobi¢ macierz A na macierz z zerowym wierszem, to
A nie jest odwracalna.
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16.

17.

19.
20.

21.

22.

23.

24.

Uzasadnij, ze operacjami wierszowymi mozna przerobi¢ A albo na I, albo na macierz z zerowym wierszem.
Opisz algorytm, ktéry to robi.

Ud d...ab*L1 d =5\ (0 e ad — be £ 0
owodnij, ze ( = — u (o ile ad — be # 0).

—C

Uzasadnij nastepujace tw. Kroneckera-Capellego: uklad AX =Y ma rozwiazanie <= r(A) = r(4|Y).

. Udowodnij, ze

r(A+ B) <r(A) + r(B);

r(AB) <r(A);

r(BA) <r(A);

jesli B jest odwracalna, to w b) i ¢) zachodzg réwnosci.

(W kazdym podpunkcie zakladamy, ze rozmiary macierzy A i B pozwalaja wykonaé¢ wskazane dzialanie.)

Niech A, B € M, x»(K). Udowodnij, ze jesli AB =1, to BA=1.

Niech EJl bedzie macierza, ktéra ma jedynke na przecieciu i-tego wiersza i j-tej kolumny, za$ zera na po-
zostalych miejscach. Uzasadnij, ze operacje wierszowa “dodaj do i-tego wiersza wiersz j-ty pomnozony
przez \” mozna opisaé jako “zamienn macierz A na iloczyn (I + AE;)A”. Opisz podobnie pozostale operacje
wierszowe i kolumnowe.

. o . +1 0 0 =1 . L 2 9 .
Kazda z o$miu macierzy ( 0 il)’ (il 0 ) ma nastepujaca, wlasnosé: Fu[Z?] = Z?. Czy sa inne
macierze A o tej wlasnosci?

Podaj przyklad przestrzeni liniowej (nieskoriczenie wymiarowej) V' i jej endomorfizmu F : V — V, ktéry (a)
jest epimorfizmem, ale nie jest monomorfizmem; (b) jest monomorfizmem, ale nie jest epimorfizmem.
Zalézmy, ze B = (b1,...,bn) jest bazg przestrzeni liniowej V. Niech C' = (ey,...,¢,) beda dane przez
cj = >_; Ajbi, dla pewnej macierzy A € My xn(K). Udowodnij, ze C jest baza V wtedy i tylko wtedy, gdy
A jest macierza, odwracalna,.

Niech F:V — W bedzie liniowe, dim(V) = n, dim(W) = k. Niech tez A = (A1,...,4,) € Mixn(K).
Rozwazmy pytanie: “Czy istnieja bazy: B przestrzeni V i C przestrzeni W, takie ze mg(F = A?” Udowod-
nij, ze odpowiedZ na to pytanie jest pozytywna wtedy i tylko wtedy, gdy dim Lin(Aq, ..., A,) = dim Im(F).



