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Algebra ISIM. Lista 5

) przedstaw w postaci (a) iloczynu transpozycji; (b) iloczynu transpozycji postaci

(1,74 1). Postaraj sie znaleZ¢ przedstawienia z mozliwie mala liczba czynnikéw.

W N

. Uzasadnij wzér (i — 1,4)(é,i+1)(i — 1,¢) = (4,4 + 1) (¢ — 1,4)(¢, i + 1).

. Wyjasnij ktére z podanych iloczynéw (i z jakim znakiem) wystepuja w rozwinieciu wyznacznika odpowie-

dniego (jakiego?) stopnia: a) a13022031046055064 b) 3113052045024 C) a34021046017073054062.-

4
ail 0 0 0
a1 aze O 0
as1 a3z ass 0
an1l an2 an3 Ann
a 3 0 5 1 0 2
0 b 0 2(1]2 0
1 2 ¢ 3/"7|3 ¢ 4
0 0 0 dlld 0 O

5. Oblicz wyznaczniki:
1 2 3 4 I
-3 2 =5 13| -
1 -2 10 4/ 1
-2 9 -8 25 7

. Wykorzystujac wzdr na pelne rozwiniecie wyznacznika (lub inaczej) oblicz

0 0 0 Un| 1a;; a2 a1z as ais
0 0 @2.n—1 Q2n | \ay agy a3 a4 ass
|0 azn-2 U3n-1 A3n|:|gg; aze 0 O 0 |;
aq1 a42 0 0 0
an1 Ann—2 Qnn—1 Ann asi @52 0 0 0
/2 0 0 0 0 0 O 1 2 3 4 5 6 7
a 1/2 2 1.0 0 0 0 0 8 91 2 3 4
0 /2 0 1.1 0 0 O 001 2 3 45
5 ;11/2 0 01 1 0 0;5/0 0 0 2 3 4 5/
0 /2 0 0011 0/|00O0O0 1 2 3
/2 0 0 0 0 1 1 00 00 0 3 4
1/2 0 0 0 0 0 1 00 0 0 -1 0 1
6 9 4 —4 ;. |1 5 3 5 —d
0 -2 6 6 i i % 1 3 1 2 9 8
8 9 -1 —6;[7 2 , FL|-1 7 -3 8 —9|.
-1 -2 4 5 % 1 i i 3 4 2 4 7
o -9 2 =2 2 3 2 1 8 3 3 5

6. Jak zmieni sie wartos¢ wyznacznika n x n jesli:

a) znak kazdego z jego wyrazéw zmienié¢ na przeciwny?

b) kazdy element a;; pomnozy¢ przez ¢'~7, ¢ # 07

¢) pierwsza kolumne przestawié na ostatnie miejsce, a pozostale przesunaé w lewo, zachowujac ich porzadek?
d) wiersze zapisa¢ w odwrotnym porzadku?

7. Oblicz wyznaczniki:

1 2 3
-1 0 3
-1 -2 0
-1 -2 -3
8. Oblicz wyznaczniki:
z y 0 0
0 =z vy 0
0 0 =z 0
0 0 0 x
y 0 0 0
9. Oblicz wyznaczniki:
3 20 0
1 3 2 0
01 3 0
0 00 3

n 1 2 3

n 2 3 4

n| 3 4 5

0 n n n

0

0 ay +x az

0 ay az +x

Yy a az

T

a+b ab 0
1 a+b ab
0 1 a+b
0 0 0

n—2 n—1 n 1 1 1 —-n
n—1 n n 1 1 -n 1
n n ni;| - : : :
: : : 1 -n 11
n n n -n 1 1 1
an, ay al ' a2 by
an, ay ab by ab = 2b3 by
antal lap,, apiibai apibyy, b1
0 0 T 0 0 0 ag
-1 x 0 0 a
0 0 0 -1 =z 0 a
ab 0 . . . . :
; ' 0 0 0 T an1
0 atbllg o o 1 an

10. Uzasadnij, ze kazde o € S,, mozna przedstawié jako iloczyn transpozycji (1, 2), (1, 3), (1,4),. ..

1



15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
24.

25.

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K, zas ¢: V' x V — K funkcja dwuliniowa,
Uzasadnij, ze jesli ¢ jest alternujaca (¢(X, X) = 0), to jest tez ona antysymetryczna (¢(X,Y) = —¢(Y, X)).
Uzasadnij, ze jesli ¢ jest antysymetryczna oraz 1+ 1 #£ 0, to ¢ jest alternujaca.

. Podaj przyklad niezerowej funkcji ® : Msxo(K) — K, ktéra jest wieloliniows i antysymetryczna, funkcja,

kolumn; uzasadnij, ze nie istnieje funkeja ¥ : May3(K) — K o tych wlasnosciach.

. Sprawdz, ze AAY = AVA = (det A)I.
. Udowodnij wzér Cauchy’ego—Bineta: det(AB) = Z Aih“,’inB“"“’i”.

<i1<.<in <
(Zak}adamy,_ ze: A€ M, «x(K); B € kan(K),l_jll:i:lEg macierz utworzona z kolumn A o numerach
i1,...,0n; B ' to macierz utworzona z wierszy B o numerach iy, ..., 4,)
Udowodnij, ze jesli A, B sa macierzami kwadratowymi, oraz AB=1,toi BA=1.
Udowodnij, ze jeSli F : V — V, a Bi C sg bazami V, to det(mp(F)) = det(mc(F)).
Uzasadnij, ze dla dwéch wektoréw U,V € R? zachodzi réwnowaznosé: det(U,V) > 0 <= najkrétszy kat
obrotu od U do V jest przeciwzegarowy.

Wyznacz najwieksza mozliwa wartosé wyznacznika 3 x 3, ktérego wszystkie wyrazy sa co do wartosci bez-
wzglednej nie wieksze od 1.

Oblicz podane wyznaczniki (w drugim z nich s = z¥ + 25 + ... + 2F):

cos(r1 —y1) cos(x1 —y2) ... cos(x1— yn) S0 S S Sl
cos(zg- —y1) cos(za —ya) ... cos(za —Yn) ; z; zz ji szl
cos(Tn —y1) cos(xp, —ya) ... €oS(Tyn — Yn) Sn1 Sn Smir .er Samo
Udowodnij, ze jesli dla kazdej pary i # j (n—1)
zachodzi (n — 1)|aij| < |as], to det(as;) # 0. h@) file) o A (@)
e | o) A 5T @)
Udowodnij, ze jesli dla pewnego = € R zachodzi ) ) ) #£0,t0 f1,--., fnsa
Inz (w przestrzeni wszystkich funkcji z R w R). : : :
n—1
ful@) fil@) .. £ V(@)

Sprobuj uzyé¢ odpowiedniej wersji poprzedniego zadania do pokazania liniowej niezalezno$ci zbioru funkcji:
{z" |n=0,1,...}.

Pokaz, ze det((z; +y;) ™) = Wis (2 — ) (yi — y;) /1 j(zi + y;). (Jest to tzw. wyznacznik Cauchy’ego.)
Po Z spaceruje losowo n policjantéw; kazdy ma wlasng monete, co minute nia rzuca, na orta robi krok
dlugoéci 1 w prawo, a na reszke krok dlugosci 1 w lewo. Niech a1 < ... < ay, by < ... < b, beda, liczbami
parzystymi; niech p;; oznacza prawdopodobietistwo, ze policjant wychodzacy z a; po godzinie znajdzie sie w
bj. Udowodnij, ze prawdopodobienstwo tego, ze n policjantéw zaczynajacych spacer w ay, ..., a, po godzinie
znajdzie sie w by, ..., by, przy czym po drodze zadni dwaj sie¢ nie spotkaja, wynosi det(p;;).

a b c d

-b a d -—c

—c —d a b

—-d ¢ —b

Oblicz wyznacznik macierzy



