
Algebra ISIM. Lista 6

1. Znajdź wielomian charakterystyczny, wartości w lasne i wektory w lasne macierzy

(a)

(

2 0
0 3

)

, (b)

(

2 1
1 1

)

, (c)

(

1 2
0 1

)

, (d)

(

0 −1
1 0

)

, (e)

(

1 1
1 1

)

, (f)

(

1 2
3 4

)

.

2. Znajdź wartości i wektory w lasne. Dla każdej wartości w lasnej porównaj krotność algberaiczna
‘
i geometry-

czna
‘
.





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 ;





1 1 0
0 1 0
0 0 1



 ;





1 1 0
0 1 1
0 0 1



 ;





2 0 0
0 −1 0
0 0 −1



 ;





2 0 0
0 −1 1
0 0 −1



 ;





0 1 0
−4 4 0
−2 1 2



 .

3. Które z poniższych przekszta lceń R
2 w R

2 diagonalizuja
‘
sie

‘
? Dla tych które diagonalizuja

‘
sie

‘
, znajdź wartości

w lasne oraz baze
‘

wektorów w lasnych. (Wsk.: Rozwia
‘
zuj to zadanie geometrycznie, bez odwo lywania sie

‘
do

macierzy)
(a) Rθ, (b) Sℓ (ℓ – pewna prosta przechodza

‘
ca przez O), (c) Dr (jednok ladność o skali r), (d) PU (rzut

prostopad ly na prosta
‘
Lin(U)).

4. Znajdź wektory i wartości w lasne dla naste
‘
puja

‘
cych endomorfizmów R

3 (a) obrotu o ka
‘
t θ wokó l pewnej

prostej; (b) rzutu na prosta
‘
; (c) rzutu na p laszczyzne

‘
; (d) symetrii wzgle

‘
dem prostej; (e) symetrii wzgle

‘
dem

p laszczyzny. (O wszystkich prostych i p laszczyznach o których mowa w tym zadaniu zak ladamy, że przecho-
dza

‘
przez 0.)

5. Znajdź macierz przekszta lcenia liniowego, dla którego
(

1

0

)

jest wektorem w lasnym o wartości w lasnej − 1

2
,

zaś
(

1

1

)

jest wektorem w lasnym o wartości w lasnej 1.

6. Przedstaw macierz M =
(

3 0

4 2

)

w postaci PDP−1, gdzie D jest macierza
‘
diagonalna

‘
. Zastosuj te

‘
postać do

obliczenia 6-tej pote
‘
gi macierzy M .

7. Zdiagonalizuj macierz M : znajdź wartości w lasne i baze
‘

wektorów w lasnych; zapisz M w postaci PDP−1 z

diagonalnym D. M =





1 4 −1
0 3 −5
0 0 −2



 ; M =





2 −1 2
5 −3 3
−1 0 −2



 .

8. Napisz warunek na liczby rzeczywiste a, b, c, d gwarantuja
‘
cy, że macierz

(

a
c
b
d

)

ma dwie różne rzeczywiste

wartości w lasne.
9. Oblicz wielomian charakterystyczny F :Rn[X ] → Rn[X ], jeśli (a) F (P (X)) = P ′(X); (b) F (P (X)) =

P (3X + 1).

10. Zbadaj diagonalizowalność macierzy:





1 0 −1
2 0 2
2 −1 4



,





3 −1 1
2 0 2
0 0 2



.

11.





4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4



 ,





7 −12 6
10 −19 10
12 −24 13



 – która z tych macierzy diagonalizuje sie
‘
, a która nie?

12. Oblicz: (a)
(

1 1

−1 3

)50
; (b)

(

7 −4

14 −8

)64
.

13. Oblicz

(

2
√

3 −7
1 −

√
3

)1232 (

1
2

)

. Pomyśl jak zminimalizować ilość potrzebnych rachunków.

14. Znajdź możliwie dużo X ∈ M2×2(R) spe lniaja
‘
cych równanie X2 =

(

6 2
3 7

)

.

15. Cia
‘
g Fibonacciego jest zadany rekurencyjnie wzorami f0 = 1, f1 = 1, fn+1 = fn + fn−1 dla n ≥ 1.

Wyprowadź jawny wzór na n-ty wyraz tego cia
‘
gu wed lug naste

‘
puja

‘
cego planu:

a) Niech Xn =
(

fn
fn+1

)

, M =
(

0 1

1 1

)

. Pokaż, że X0 =
(

1

1

)

, Xn+1 = MXn, Xn = MnX0.

b) Zdiagonalizuj macierz M : znajdź jej wartości w lasne i wektory w lasne i zapisz ja
‘

w postaci PDP−1, gdzie
D jest macierza

‘
diagonalna

‘
.

c) Znajdź wzór na Mn i wywnioskuj z niego wzór na fn.
d) Jak zmieni sie

‘
odpowiedź, jeśli przyja

‘
ć f0 = 7, f1 = 3, fn+1 = fn + fn−1 dla n ≥ 1.

16. Znajdź jawny wzór na n-ty wyraz cia
‘
gu zadanego rekurencyjnie: a0 = 4, a1 = 1, an+1 = −3an + 10an−1 dla

n ≥ 1.

1



17. Niech cia
‘
g (an) be

‘
dzie zadany rekurencyjnie: a0 = 1, a1 = 7, a2 = −1, an+3 = 4an+2 − an+1 − 6an.

Wyprowadź jawny wzór na n-ty wyraz tego cia
‘
gu.

18. Za lóżmy, że przekszta lcenie liniowe E spe lnia warunek E ◦ E = E. Jakie wartości w lasne może mieć to
przekszta lcenie? Czy koniecznie musi być przekszta lceniem zerowym lub identycznościowym?

19. Znajdź swój ulubiony dowód faktu, że trzy niezerowe wektory w lasne odpowiadaja
‘
ce trzem różnym wartoś-

ciom w lasnym sa
‘
liniowo niezależne.

20. Niech A,B ∈ Mn×n(k). Udowodnij, że: (a) (AB)∨ = B∨A∨; (b) (A∨)⊤ = (A⊤)∨; (c) (tA)∨ = tn−1A∨; (d)
(A∨)∨ = (det(A))n−2A.

21. Podaj przyk lad przekszta lcenia liniowego F , takiego że χF (x) = 7 − 2x + 7x2 − 4x3 + x4.

22. Podaj przyk lad dwóch macierzy (kwadratowych, tego samego rozmiaru) o wyrazach w ciele 2-elementowym,
których wielomiany charakterystyczne sa

‘
różne, ale zadaja

‘
ta

‘
sama

‘
funkcje

‘
na ciele 2-elementowym.

23. Niech F i G be
‘
da

‘
diagonalizowalnymi endomorfizmami V , które sa

‘
przemienne: F ◦G = G◦F . Udowodnij, że

F i G daja
‘
sie

‘
zdiagonalizować we wspólnej bazie. (Tzn. istnieje baza V , której każdy wektor jest wektorem

w lasnym zarówno F , jak i G.)

24. Niech M =

(

4 −2
1 1

)

, zaś U niech be
‘
dzie dowolnym wektorem. Zbadaj jak szybko rośnie d lugość wektora

MnU gdy n da
‘
ży do nieskończoności. (Uzasadnij, że istnieje sta la C zależna (jak?) od wektora U , taka że

granica limn→+∞
|MnU|
Cn

jest liczba
‘
dodatnia

‘
.)

25. Udowodnij prawdziwość zdania: (∀A ∈ M2×2(R))((∃λ, µ ∈ R)(∃P ∈ M2×2(R))(A = P
(

λ 0

0µ

)

P−1) ⇐⇒
((∃λ ∈ R)(A =

(

λ 0

0λ

)

) ∨ (∃a, b ∈ R)(a 6= b ∧ det(A− aI) = 0 ∧ det(A− bI) = 0))).
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