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Algebra ISIM. Lista 6

. Znajdz wielomian charakterystyczny, warto$ci wlasne i wektory wlasne macierzy

W (35 (s (b oo (1 D (s 3)

Znajdz wartosci i wektory wlasne. Dla kazdej wartosci wlasnej pordéwnaj krotnosé algberaiczna, i geometry-
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Ktére z ponizszych przeksztalcen R? w R? diagonalizuja sie? Dla tych ktére diagonalizuja sie, znajdz wartoéci
wlasne oraz baze wektoréw wlasnych. (Wsk.: Rozwiazuj to zadanie geometrycznie, bez odwolywania sie do
macierzy)

(a) Ry, (b) S¢ (¢ — pewna prosta przechodzaca przez O), (c) D, (jednokladnosé o skali r), (d) Py (rzut
prostopadly na prosta, Lin(U)).

. Znajdz wektory i wartosci whasne dla nastepujacych endomorfizméw R? (a) obrotu o kat 6 wokét pewnej

prostej; (b) rzutu na prosta; (¢) rzutu na plaszczyzne; (d) symetrii wzgledem prostej; (e) symetrii wzgledem
plaszezyzny. (O wszystkich prostych i plaszczyznach o ktérych mowa w tym zadaniu zakladamy, ze przecho-
dzg, przez 0.)

. ZmajdZ macierz przeksztalcenia liniowego, dla ktérego (é) jest wektorem wlasnym o wartosci wlasnej —%,

zas G) jest wektorem wlasnym o wartosci wlasnej 1.
30

. Przedstaw macierz M = ( 1 2) w postaci PDP~!, gdzie D jest macierza, diagonalna. Zastosuj te postaé do

obliczenia 6-tej potegi macierzy M.

Zdiagonalizuj macierz M: znajdZz wartosci wlasne i baze wektoréw wlasnych; zapisz M w postaci PDP~! z

1 4 -1 2 -1 2
diagonalnym D. M =0 3 -5 |; M= 5 -3 3
0 0 -2 -1 0 -2

. Napisz warunek na liczby rzeczywiste a, b, c,d gwarantujacy, ze macierz (a b) ma dwie rézne rzeczywiste
cd

warto$ci wlasne.
Oblicz wielomian charakterystyczny F:R,[X] — R,[X], jesli (a) F(P(X)) = P(X); (b) F(P(X)) =
P(3X +1).

1 0 -1 3 -1 1
Zbadaj diagonalizowalnosé¢ macierzy: | 2 0 2 1,12 0 2
4 -5 2 7 -12 6 2 -1 4 0 0 2
5 =7 3|,| 10 —19 10 | — ktéra z tych macierzy diagonalizuje sie, a ktora nie?
6 —9 4 12 =24 13
. 50 4\ 64
Oblicz: (a) (7};) ; (b) (4 73) )

03 7 1232
Oblicz ( 1 B \/§> <2) . Pomysél jak zminimalizowa¢ iloé¢ potrzebnych rachunkow.

6 2

3 7))

Ciag Fibonacciego jest zadany rekurencyjnie wzorami fo = 1, f1 = 1, fao41 = fo + foo1 dla n > 1.
Wyprowadz jawny wzér na n-ty wyraz tego ciagu wedlug nastepujacego planu:

Niech X, = (/7 ), M = (}}). Pokaz, ze Xo = (3), Xnt1 = M Xy, X, = M"X.

Zdiagonalizuj macierz M: znajdz jej wartosci wlasne i wektory wlasne i zapisz ja w postaci PDP~!, gdzie
D jest macierza, diagonalna.

Znajdz wzor na M™ i wywnioskuj z niego wzor na f,.

Jak zmieni si¢ odpowiedz, jesli przyjaé fo =7, f1 =3, fnt1 = fo + fn-1 dlan > 1.

Znajdz mozliwie duzo X € May2(R) spehiajacych réwnanie X2 =

. Znajdz jawny wzér na n-ty wyraz ciagu zadanego rekurencyjnie: a9 =4, a1 =1, ap+1 = —3a, + 10a,-1 dla

n>1.
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Niech ciag (a,) bedzie zadany rekurencyjnie: a9 = 1, a1 = 7, a2 = —1, apys = 4ani2 — apt1 — 6ay.
Wyprowadz jawny wzér na n-ty wyraz tego ciagu.

Zalézmy, ze przeksztalcenie liniowe E spelnia warunek F o E = FE. Jakie wartosci wlasne moze mieé¢ to
przeksztalcenie? Czy koniecznie musi by¢ przeksztalceniem zerowym lub identycznosciowym?

Znajdz swdj ulubiony dowdd faktu, ze trzy niezerowe wektory wlasne odpowiadajace trzem réznym wartos-
ciom wlasnym sa liniowo niezalezne.

Niech A, B € M,,xn (k). Udowodnij, ze: (a) (AB)Y = BYAY; (b) (AV)T = (AT)Y; (c) (tA)Y =t""1AY; (d)
(AV)V = (det(A))"2A.

Podaj przyklad przeksztatcenia liniowego F, takiego ze xp(r) = 7 — 2z + 722 — 423 + .

Podaj przyktad dwéch macierzy (kwadratowych, tego samego rozmiaru) o wyrazach w ciele 2-elementowym,
ktorych wielomiany charakterystyczne sa rézne, ale zadaja, ta, sama, funkcje na ciele 2-elementowym.

Niech F'i G beda diagonalizowalnymi endomorfizmami V', ktére sa przemienne: FoG = GoF'. Udowodnij, ze
F i G daja, sie zdiagonalizowaé we wspélnej bazie. (Tzn. istnieje baza V, ktérej kazdy wektor jest wektorem
wlasnym zaréwno F', jak i G.)

le 12), za$ U niech bedzie dowolnym wektorem. Zbadaj jak szybko rosnie dlugosé¢ wektora

M"™U gdy n dazy do nieskoriczonosci. (Uzasadnij, ze istnieje stala C' zalezna (jak?) od wektora U, taka ze

granica lim, %ﬂ jest liczba dodatnia,.)

Udowodnij prawdziwosé¢ zdania: (VA € Mayx2(R))((3X u € R)(3P € May2(R))(A = P(

(BAeR)(A=(})V (Ea,beR)(a#bAdet(A—al)=0Adet(A—bI) =0))).

Niech M = (

SB)P—l) —



