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Algebra ISIM. Lista 7

. Czy R? jest suma, prosta podprzestrzeni
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. Udowodnij, ze (a) Mpxn(R) = {A € Myyn(R): AT = A} & {A € Mysn(R): AT = —A}; (b) Muxn(R) =

{Ae€ Mpxn(R):tr(A) =0} {t] : t € R}.

Czy jest prawda, ze (w punkcie b przyjmujemy € = %(71 +1iv/3))

Ri2[X] = {P € R12[X] : stopien P jest < 6} @ {P € Ry2[X] : stopieii P jest > 7}7
ClX]={PeC[X]:P(eX)=P(X)}a{PeC[X]: P(eX)=€eP(X)} & {P € CIX]: P(eX) =P(X)}?
Pewne trzy proste w R? przechodzace przez 0 maja te wlasnosé, ze kat miedzy kazdymi dwoma z nich jest
> 60°. Czy wynika stad, ze R? jest suma, prosta tych trzech prostych?

Niech V =V; @ V5.

Pokaz, ze jesli F; : V; = W sa liniowe, to istnieje jedyne liniowe F : V — W, takie ze F|y, = F;. (i =1,2)
Zalézmy, ze F,G : V — W sa liniowe. Udowodnij, ze jedli F|y, = G|v,, Flv, = Glw, to F = G.

Niech F': V — W.

Czy jesli V = Vi @ Va, to Im(F) = F[Vi] @ F[Va]?

Czy jeéli W=W,eWs;,toV = F_l[Wl] & F_l[WQ]?

CzyjesliV=V1 @& VaiFly, Fly, sa 1 —1, to F jest 1 — 17

Czy jesli W =Wy & W i Wy, Ws C Im(F), to F jest na?

Niech W = W7 @& Ws. Czy jest prawda, ze Hom(V, W) = Hom(V, W) @ Hom(V, W3)?

Znajdz (jakag) podprzestrzent dopelicza do W <V, jedli (a) V = R?, W = Lin({(1,2,0) ", (0,1,1)}); (b)
V =Ry[X], W ={P € Ry[X]: P'(1) +2P(0) = 0};

Podaj przyklad podprzestrzeni U, V,W < R*, takichze R* =U oV =VoW =W aU.

Uzasadnij réwnowazno$¢ warunkéw definiujacych liniowa niezaleznos$é ukladu podprzestrzeni:

Moy eVi,..,op €Vl + ...+, =0=0v =... =v, =0);

(Vi) (Vi 3 Vi = {0}).

Zaltézmy, ze dim 'V < oo, V1,...,V, < V. Uzasadnij réwnowaznos¢ warunkow:
V=&;Vi;

Vi,...,V, generuja V oraz y_,dimV; < dimV.

Niech V1, V, < V, dim(V) < oo. Uzasadnij réwnowazno$é warunkéw:
V=Vo;

MinV=0iV1+ V2 =V;

VinVo=0idimV; +dimV, =dimV;

Vi+Vo=VidimV; +dimVy =dimV.

. Niech V1, Vo, V3 < V. Zalézmy, ze dim(V7)+dim(Vz)+dim(V3) = dim(V'), VanVz = {0}, Vin(Ve+V3) = {0}.

Udowodnij, ze V =V, @ V4 @ V3. Uogdlnij na wieksza, liczbe podprzestrzeni.

. Zalézmy, ze u, v i u + v sa wektorami wlasnymi F'. Udowodnij, ze u + 2v tez jest wektorem wlasnym F'.

. Niech F' bedzie skoriczonym zbiorem. Zalézmy, ze kazdemu jego podzbiorowi A jest przypisana podprzestrzen

VA pewnej przestrzeni liniowej V, przy czym dla dowolnych A, B C F mamy Vanp = Va4 N Vg. Niech V4
bedzie podprzestrzenia Va dopeicza do ) 5 4 VB. Czy jest prawda, ze Vi = @AQFVA?

Niech E, F,H € Myxn(C). Zalézmy, ze HE — EH = 2E, HF — FH = —2F, EF — FE = H. Udowodnij,
ze wartosdci wlasne macierzy H sa liczbami calkowitymi. (Prawda jest tez, ze H jest diagonalizowalna, ale
tego na razie nie dasz rady udowodnié¢. Przyklad: E = (8 é), F= ((1) 8), H = (é _?). To zadanie jest czescia,
zadania o klasyfikacji reprezentacji pélprostych algebr Liego.)

Ktére z ponizszych funkcji sa formami dwuliniowymi na odpowiednich przestrzeniach liniowych? Ktore sa
ponadto symetryczne? Napisz ich macierze w wybranych przez siebie bazach.
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a) ®:R" xR" - R: ®(z,y)=2"y, ®(z,y) =y 2.

b) ®: Myxn(R) x Mpyn(R) — R: ®(A, B) = tr(AB), ®(A, B) = det(AB), ®(A,B) = tr(AB"), ®(A4,B) =
tr(A + B).

C) (I)RH[X] X Rn[X] — R: (I)(Pl,PQ) = P1(2)P2(1)

18. Niech A = (; i) Niech E bedzie standardowa baza R?2, zaé B = ((é), G))

a) Zalézmy, ze F:R? — R? jest przeksztalceniem liniowym, i ze mE(F) = A. Wyznacz mE5(F).

b) Zalézmy, ze ®:R? x R? — R jest forma dwuliniowa, i ze mFF(®) = A. Wyznacz mPB(®).

19. Niech ®:R* x R* — R bedzie dane wzorem ®((x1, v, 73, 24) ', (Y1, Y2, Y3,Y4) | ) = T1Y2 — Toy1 +T3Y4 — T4Y3.

a) Sprawdz, ze @ jest antysymetryczna.

b) Podaj przyklad podprzestrzeni U < R*, takiej ze dimU = 1 oraz U < U+.
c) Podaj przykiad podprzestrzeni U < R?, takiej ze dimU = 2 oraz U = U+.
d) Podaj przyklad podprzestrzeni U < R*, takiej ze dimU = 3 oraz U+ < U.

W ponizszych zadaniach dim(V') < oo, a :V x V — K jest forma dwuliniowa.

20. Niech B,C, D, E beda, bazami V. Zdefiniuj mB¢ (®) i wyprowadz wzér wiazacy mPC (@) z mPF(d).

21. OkreSlmy ker (®) ={v e V | Yw € V)(®(v,w) = 0)}, kerg(®) ={w € V | (Vv € V)(®(v,w) = 0)}. Niech
B bedzie baza, V. Wykaz réwnowazno$¢ warunkéw:

a) detmPB(®) #£ 0;

b) kerp(®) = {0};

c) kerg(®) = {0}.

22. Udowodnij, ze D = S @ A, gdzie D oznacza przestrzen wszystkich form dwuliniowych na V', S to pod-
przestrzen form symetrycznych, zag A to podprzestrzen form antysymetrycznych.



