Algebra ISIM 1. Lista 8
Q@ jest zwykle forma kwadratowa na skoriczenie wymiarowej przestrzeni V. Wektor v € V nazywamy
izotropowym, jesli Q(v) = 0. Zakladamy, ze 1 + 1 # 0. Forma jest dodatnio/ujemnie pétokreslona, jesli
jest nieujemna/niedodatnia na kazdym wektorze.

L. Znajdz m"P(Q): Q((z,y,2)") = 2® + 5xy + 3yz + yor — 22°, B=((1,0,1)7,(~1,-1,1)7,(0,1,3) ).

. Metoda Lagrange’a sprowadz do postaci diagonalnej formy zixa + 23, 2% + 2x172 + 223 + 4x9ws + 523,

2 n " 2
T1To + 123 + Tok3 + X3, T1T2 + ToT3 + T3xyg + TaT1, » 4 TF F Zl§i<j§n T

. Dla jakich warto$ci A nastepujace formy sa dodatnio okreslone: 5% + a3 + \a3 + 4x179 — 22103 — 22273;

2x%+z%+3x§+2)\x1z2+2x1x3; x%+z%+5x§+2/\z1z2—2x1x3 +4xoxs3; z%+4z%+z§+2)\x1x2+10x1z3 +6x213;

. Uzupelnij do bazy R* ortogonalnej wzgledem standardowego iloczynu skalarnego:

(a) {(1,_2,2’_3)T, (2’_3’2,4)T}; (b) {(%’ %’ %’ %)T’ (%’ %’_%’_%)T}'

. W R* za standardowym iloczynem skalarnym znajdZ ortogonalna baze podprzestrzeni:

(a) Lin((1,2,2,-1)T7,(1,1,-5,3)7,(3,2,8,-7)");
(b) Lin((2,1,3,-1)7,(7,4,3,-3)",(1,1,-6,0) ", (5,7,7,8) 7).

. (i) Uzasadnij, ze obciecie formy kwadratowej do podprzestrzeni jest forma kwadratowa. (ii) Ogdlniej, uza-

sadnij, ze jesli F': W — V jest liniowe, zas @ : V — K jest forma kwadratowa, to Qo F': W — K jest forma
kwadratowa.

. Podaj kryterium ujemnej okre$lonosci macierzy analogiczne do kryterium Sylvestera.

8. Niech ® bedzie symetryczna, niezdegenerowana forma, dwuliniowa na (skoficzenie wymiarowej) przestrzeni
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liniowej V. Niech U, W < V. Cazy jest prawda, ze:

(UhH*t=0;

UNW)t=U++Wwt;

U+W)t=U+rnwt.

Jak zmienia si¢ baza przy diagonalizacji metoda Lagrange’a?

Zatézmy, ze w pewnej bazie (b, ¢) forma ma postaé¢ Q(xb+yc) = 22 +zy+y?. Zmieniamy wtedy wspélrzedne
naz =z + %y, y' =vy. Wyraz przez b, ¢ baze (', ') odpowiadajaca tym nowym wspéhrzednym.

To samo dia ry = (51)2 — (%32)? = (2')* — (4/)".

. Wyznacz symetryczna, forme dwuliniowa zwiazang z forma kwadratows x1ze + voxs + x327.
. Zbadaj dodatnia, okreglonoéé form: (a) ®(z,y) =2y (P : R® x R® = R); ® : My, (R) X Myxn(R) — R:

(b) ®(A, B) = tr(AB), (¢) ®(A, B) = tr(AB 1), ® : Ry [X] x Ru[X] = R: (d) ®(Py, Py) = Py (2)Pa(1).

. Zmajdz sygnature formy: % + 223 + 522 — 2x120 + dwoxs; 23 + 423 + 23 — 4wy w0 + 221235 2203 + 923 + 323 +

8xr1x9 — 4dx123 — 102273; 2:0% + 3:0% + 6:E§ —4x129 — 41123 + 8X223;

Uzasadnij, ze kazda forma kwadratowa na przestrzeni liniowej nad cialem C ma w odpowiednio dobranym
liniowym ukladzie wspéhrzednych postaé¢ x5 +x3+. . .+z% (dla pewnego k nie wigkszego niz wymiar przestrzeni
i zalezacego od formy).

Symetryczne macierze 2 x 2 o wyrazach rzeczywistych tworza przestrzen liniowa. Jaki jest jej wymiar?
Zidentyfikuj i naszkicuj podzbiér tej przestrzeni sktadajacy sie z macierzy dodatnio okreslonych.

Udowodnij lub obal: (a) Jesli macierz 3 x 3 ma wszystkie wyrazy dodatnie, to jest dodatnio okreslona; (b)
suma macierzy dodatnio okreslonych jest dodatnio okreslona; (c) iloczyn macierzy dodatnio okreslonych jest
dodatnio okreslony.

Czy jest prawda, ze symetryczna macierz A jest dodatnio pétokreglona (tzn. (VX)(XTAX > 0)) wtedy i
tylko wtedy, gdy wszystkie jej minory gtéwne sa nieujemne?

Podaj przyklad formy kwadratowej () na pewnej przestrzeni V oraz dwdch wektoréw izotropowych v, w € V,
takich ze Q(v +w) # 0.

Niech A € M,,x»(R). Udowodnij réwnowaznosé¢ warunkéw:
A jest macierza pewnej formy dodatnio okreslonej;

(VX € R*\ {0})(XTAX > 0).
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Udowodnij, ze dodatnio okre$lona macierz ma dodatni wyznacznik; i, w konsekwencji, dodatnie minory
gléwne.

Niech ®:V x V — K bedzie forma antysymetryczna,
Udowodnij, ze istnieje liczba parzysta 2k < n oraz baza B = (b1, ..., b, ) przestrzeni V, taka ze ®(ba;_1,b2;) =
—®(boj, bai—1) =1 dla i <k, ®(b;,b;) = 0 dla pozostalych par (i, j).
Uzasadnij, ze jesli ® jest niezdegenerowana, to n jest parzyste.
Uzasadnij, ze wyznacznik rzeczywistej macierzy antysymetrycznej jest zawsze nieujemny.
1

. Zalézmy, ze funkcja Q : V — K spemia warunki: (a) (v,w) — 2(Q(v + w) — Q(v) — Q(w)) jest forma

2
dwuliniowa; (b) (Vv € V)(Q(—v) = Q(v)). Udowodnij, ze @ jest forma kwadratowa. Czy warunek (b) jest

istotny?

Uzasadnij, ze forma kwadratowa jest dodatnio pélokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy jej macierz da sie
zapisa¢ w postaci M T M dla pewnej macierzy M. Mozliwie podobnym warunkiem scharakteryzuj macierze
dodatnio okreslone.

(K = R) Zalézmy, ze zbiér wektoréw izotropowych jest podprzestrzenia. Wykaz, ze wtedy (a) @ jest
pétokreslona; (b) jesli v,w € V, przy czym v jest wektorem izotropowym, to Q(v,w) = 0.

Formy kwadratowe @), Q' na przestrzeni liniowej V nazywamy liniowo réwnowaznymi, jesli istnieje odwra-
calne przeksztalcenie liniowe F : V — V, takie ze Q' = @Q o F. Uzasadnij, ze formy kwadratowe @, Q’
okreslone na rzeczywistej przestrzeni liniowej V' sa liniowo réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy maja te
samag sygnature.

Jaki jest maksymalny mozliwy wymiar izotropowej podprzestrzeni (tzn. podprzestrzeni, ktérej kazdy wektor
jest izotropowy) w przestrzeni liniowej wymiaru n z forma kwadratows sygnatury (p, q)?

Ze skorficzonym grafem (niezorientowanym, bez krawedzi wielokrotnych, bez petli), wiazemy macierz (a;;):
numerujemy wierzcholki grafu i kladziemy a;; = —1 jesli -ty i j-ty wierzcholek sa potaczone krawedzia,
a;; = 0 jedli nie sa, oraz a; = 2 dla kazdego i. ZnajdZ wszystkie grafy dla ktérych dostaje sie¢ dodatnio
okreslona, macierz.



