Algebra ISIM 1. Lista 9

Wszystko dzieje sie w R™ lub w przestrzeni euklidesowej V', chyba ze tres¢ zadania méwi inaczej.

. Znajdz rzut prostopadly wektora (5,2, —2,2) na W = Lin((2,1,1,-1)",(1,1,3,0)7,(1,2,8,1)7) i na W+,

21‘1 731‘24’4563 73504 =0

. Zadaj ukladem réwnan dopelnienie ortogonalne przestrzeni zadanej ukladem { 3x1 — 2o+ 1lxs — 1324 =0

4x1 + 29 + 1823 — 2324 =0

. Wyznacz odlegloé¢ punktu (3,3, —4,2) T od podprzestrzeni zadanej ukladem réwnaii z; + 2x2 + 23 — x4 = 0,

x1 + 3xs + x3 — 3x4 = 0.

4. Napisz macierz rzutu prostopadlego na podprzestrzen zadana rownaniem z1 — 2x2 + 3 — 314 = 0.

5. Zmajdz pole réwnolegloboku rozpietego przez wektory (1,5,2,1,3)7,(—1,4,2,-2,0)", oraz objetoéé réwno-
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leglo$cianu rozpietego przez wektory (1,2,3,4)7, (1,-1,0,1)",(0,1,1,—1)T.

Zmnajdz odleglogé punktu (1,2,3,4) " od plaszczyzny Lin({(1,—1,1,—1)T, (0,1,2,—1)"}).

Oblicz n—wymiarowa objetoéé réwnolegloscianu rozpietego przez n wektordw:

(157151771) (1715171) (15077170)T5(07150771)T;

(1,0,0,2,5)T ,(0,1,0,3,4) ,(0,0,1,4,7)7,(2,-3,4,11,12) 7,(0,0,0,0,1) T.

Oblicz kat miedzy gléwna, przekatna, n-wymiarowej kostki foremnej a jej k-wymiarowa, Sciana,

Niech W,U < V. Czy jest prawda, ze (a) Py o Py = Pwnu? (b) Pw + Py = Id?

Udowodnij, ze symetryczna macierz M € M, x,(R) (a) jest macierza, Grama pewnego liniowo niezaleznego
ukladu n wektoréw w R"™, wtedy i tylko wtedy, gdy jest dodatnio okreslona; (b) jest macierza Grama pewnego
ukladu n wektorow w R", wtedy i tylko wtedy, gdy jest dodatnio pétokreslona.
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Udowodnij, ze dla A = (a;j) € My xn(R) zachodzi nieréwnosé (Hadamarda) (det(A4))? < II7, (ijl afj).

Cgzy istnieje iloczyn skalarny na R3, taki ze cosinusy katéw miedzy wektorami Ey, Ey, E3, wynosza, 2,

Niech W <V, za$ B niech bedzie baza ortonormalna przestrzeni euklidesowej V. Udowodnij, ze kazdy wyraz
macierzy m5(Py ) jest co do modutu nie wigkszy niz 1.

Wykaz, ze suma kwadratéw dlugosci rzutéw wektoréw dowolnej bazy ortonormalnej na k-wymiarowa, pod-
przestrzen jest réwna k.

Uzasadnij, ze jesli W, U sa podprzestrzeniami przestrzeni euklidesowej V', za§ x € w+W, y € u+U punktami,
to d(z,y) = min{d(a,b) :a € w+ W,b € u+ U} wtedy i tylko wtedy, gdy x —y L Wix—y L U.

Niech W, U beda podprzestrzeniami V. Niech Z = (W + U)*, x € w+ W, y € u + U. Uzasadnij,
ze odleglo§¢ zbioréw w + W, u + U wynosi |[Pz(x — y)|. (Odleglo$é¢ zbioréw A, B to inf{d(a,b) : a €
A,b € B}; w razie klopotéw zaldéz, ze w naszym przypadku to infimum jest realizowane przez pewng pare

1+ 32+ 23+ 24 =3 od zbioru (0,2,6, —5)" +

punktéw.) Oblicz odleglosé zbioru rozwiazan uktadu {501 4 3y — 2 + 204 = 6

Lin((=7,1,1,1)T,(-10,1,2,3)T).

Czy jest przeksztalceniem ortogonalnym (a) przeksztalcenie odwrotne do ortogonalnego? (b) suma dwéch
przeksztalceni ortogonalnych? (c¢) zlozenie dwéch przeksztalcen ortogonalnych?

Wykaz, ze objetosé réwnolegloscianu spelia V(aq,...,ak,b1,...,b) <V(a1,...,ar)V(b1,...,b).
Wykaz, ze jesli uktad k wektoréw w n wymiarowej rzeczywistej przestrzeni euklidesowej ma te wlasnosé, ze
kazde dwa z nich tworza kat rozwarty, to k < n + 1.

Uzasadnij, ze w R,,[X] z iloczynem skalarnym (P, Q) = fo x)dx odlegtoéé X™ od Lin{1, X,..., X"~}
wynosi ((2") V2n + 1)
W przestrzeni C[0, 1] funkcji ciaglych na przedziale [0,1] z iloczynem skalarnym (f, g) fo

wyznacz dopelienie ortogonalne podprzestrzeni {f € C[0,1] : f(0) = 0}.

W przestrzeni funkcji gladkich (nieskoriczenie wiele razy rézniczkowalnych) o okresie 27 z iloczynem ska-
larnym (f,g) = [ f(x)g(z)dx rozpatrzmy przeksztalcenie liniowe A(f) = —f”. Uzasadnij, ze A jest
przeksztalceniem samosprzgzonym. Znajdz mozliwie duzo wektoréw wlasnych A i sprawdz bezposrednim
rachunkiem ich ortogonalnos¢.



. Zdiagonalizuj w bazie ortonormalnej macierze:
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Wszystko dzieje sie w skoniczenie wymiarowej przestrzeni euklidesowej/unitarnej V', chyba ze tresé zadania
méwi inaczej.

. Sprawdz, ze (a) F¢ jest C-liniowe; (b) okres$lony na wyktadzie iloczyn skalarny na kompleksyfikacji przestrzeni

euklidesowej rzeczywiscie jest zespolonym iloczynem skalarnym.
0 0 01 1 1 1 1
3 2423\ 3 2—-4y ({00 1 0} (1 1 -1 -1
2—2 3 "\ 241 7 fo 1 0o0)’l1 -1 1 -1
10 00 -1 -1 1

Uzasadnij, ze jesli B, C sa ortonormalnymi bazami V, to m$(Id) jest macierza, unitarna/ortogonalna.

. Wyznacz posta¢ kanoniczng i baze ortonormalna w ktérej jest ona przyjmowana dla ortogonalnych przek-

sztalcen R™ zadanych w bazie standardowej macierzami:

3 1 —V/6 } —11 —11 1 } —11 —11 1 L —V2
13 V6 |3 ) Clssl L1 V2
1
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V6 -6 9 -1 1 -1 -1 -1 NN 0

1 -1 -1 1 -1 1 -1

. Wyznacz ortonormalng baze wektoréw wiasnych i macierz w tej bazie przeksztalcenia unitarnego, zadanego

cosa —sina
sina cosa

—43 4-3i —-2—-606:
6+2¢ —2—061 1
Uzupelnij uktad (1,—1,7,0)7,(—1,0,i,—i) " do ortogonalnej bazy C*.

> 44 3i 44 —6 — 21
.1
i)

w pewnej bazie ortonormalnej macierza; <

7. Niech C = (b1, b1 +b2), gdzie B = (b1, b) jest baza ortonormalna V; niech m5(T) = (;' ). Znajdz m&(T*).
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. Udowodnij, ze (a) (I'*)* = T; (b) (T 4+ S)* = T* + S*; (c¢) (aT)* = @T™; (d) ker(T*) = Im(T)*; (e)

Im(7T*) = ker(T)*.

. Niech T' = T*. Udowodnij, ze wektory wlasne T' odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym sa prostopadte.

Udowodnij, ze jedli U : V' — V jest przeksztalceniem unitarnym, zaé T = T*, to UTU ! jest samosprzezone.
Niech T bedzie rzutem (tzn. niech spelnia 72 = T — wyjasnij skad nazwa). Udowodnij, Ze nastepujace
warunki sa réwnowazne: (a) T = T*; (b) TT* = T*T}; (c) Im(T) = (ker(T))*.

Uzasadnij, ze jesli |v| = |w], to istnieje przeksztalcenie ortogonalne/unitarne F', takie ze F(v) = w.

Ktére przeksztalcenia ortogonalne sa, samosprzezone?

Uzasadnij, ze jedli ortogonalne przeksztalcenie R® ma rzeczywista warto§é wlasna, to ma tez przynajmniej
dwa liniowo niezalezne wektory wlasne.

Niech U bedzie macierza unitarna. Uzasadnij, ze wszystkie wyrazy U'% sa co do modulu nie wieksze niz 1.
Uzasadnij, ze jesli v i w sa niezerowymi wektorami wlasnymi pewnego przeksztalcenia unitarnego odpowia-
dajacymi réznym warto$ciom wlasnym, to v L w.

Zalézmy, ze (by,...,b,) jest baza ortonormalng V| za§ F : V — V przeksztalceniem liniowym, takim ze
(F(b1),...,F(by)) tez jest baza ortonormalng V. Uzasadnij, ze F jest ortogonalne/unitarne.

(V zespolona, A, B : V — V liniowe)

Uzasadnij, ze jesli A jest unitarne a 1 nie jest jego wartoscia wiasna, to B = i(A — Id)~ (A + Id) jest
samosprzezone.

Uzasadnij, ze jeéli B jest samosprzezone, to A = (B —ild)~'(B + ild) jest unitarne.

. Zalézmy, ze v,w € Lin({v1,...,vx}), oraz ze (v,v;) = (w,v;) dlai=1,2,..., k. Wykaz, ze v = w.

. Niech v1,...,v%, wi,...,w, spehiajg, dla dowolnych 4,5 € {1,2,...,k}, warunek (v;,v;) = (w;,w;).
Udowodnij, ze istnieje przeksztalcenie ortogonalne/unitarne U, takie ze U(v;) = w; dlai € {1,2,...,k}.

. (V zespolona) Uzasadnij, ze kazde przeksztalcenie liniowe V' — V jest kombinacja, liniowa czterech przek-

sztalcen unitarnych.

. (V zespolona) Przeksztalcenie T' nazywamy normalnym, jesli TT* = T*T. Udowodnij, ze przeksztalcenie

normalne diagonalizuje sie w bazie ortonormalne;j.



