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Rozdziatl 1

Przestrzen R?

1.1. Pojecia wstepne

Definicja 1.1. Plaszczyzng rzeczywistq nazywamy zbidr
R2 & (y):z,y € R}

Uz

Rysunek 1

Punkt na plaszczyznie utozsamia¢ bedziemy z para liczb oznaczajacych
jego wspélrzedne kartezjanskie. Dla wygody (to, ze tak bedzie wygodniej
okaze sie p6zniej) zapisywac je bedziemy w konwencji kolumnowej czyli jedna
nad druga (y ). Wektorem wodzacym punktu (3 ) nazywamy strzalke laczaca
punkt (3) z punktem (3 ). Punkty plaszczyzny bedziemy utozsamiali z ich
wektorami wodzacymi i bedziemy je nazywaé¢ wektorami.

1



2 1. Przestrzen R?2

Dla uproszczenia zapisu wektor zerowy () bedziemy oznaczaé po prostu
przez 0.

Okreslamy dodawanie wektorow jako dodawanie odpowiednich wspél-
rzednych i mnozenie wektora przez liczbe jako mnozenie przez te liczbe obu
wspOlrzednych. (por. rys. 2(a) oraz 2(b))

(1.1) <z;>+<z;>=<“1+“1),

U2 + U2

(1.2) t-<z;>=(t'“l).

t-UQ

Liczbe, przez ktérag mnozymy wektor nazywamy skalarem, poniewaz wynik
mnozenia tU to przeskalowany wektor U.

t-U

U+V

(a) (b)
Rysunek 2

Zbiér wszystkich skalarnych wielokrotnosci niezerowego wektora U, tzn.
zbiér {tU : t € R} wyznacza pewna prosta na plaszczyznie.

(). o)

Kazdy wektor U = () ) mozna zapisa¢ w postaci

Przyjmijmy

U=wuFE1+uFs.

Wektory FEj oraz Es nazywamy wersorami osi uktadu wspoéirzednych na
plaszczyznie. O§ wyznaczona przez Ep, tzn. zbiér {tF; : t € R} nazywamy
osia odcietych, zas o§ wyznaczona przez Fy — osia rzednych.

Definicja 1.2. Kombinacjg liniowg wektoréw U i V nazywamy wektor W =
AU + pV, gdzie A\, € R.
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Pokazemy, ze przedstawienie wektora U € R? w postaci kombinacji li-
niowej wektorow Ei i Es jest jedyne. Gdyby istniaty dwie mozliwosci zapisu
U=wFE1+uFEy = u’lEl + U/QEQ, mieliby$my

0=U-U = (’LL1E1 + UQEQ) — (u'lEl + UIQEQ) =
0 u —
(uy — u))E1 + (ug — uhy)Ey , tzn. (O) — < 1 /1) ’

ug — U2
czyli up = uj oraz uy = uf a zatem te dwa sposoby zapisu nie bylyby tak
naprawde rozne.

Zbiér £y = {E1, By} nazywaé bedziemy standardowq bazg przestrzeni R?,
za$ wektory Eq oraz Eo — standardowymi wektorami bazowymi przestrzeni
R2.

Stwierdzenie 1.3 (Aksjomaty przestrzeni liniowej). Dla dowolnych wekto-
réow U, V,W oraz liczb rzeczywistych «, f mamy

(1) (U+V)+W =U+(V+W) (lgcznoéé dodawania wektoréw)
(2) U+V =V +U (przemiennos¢ dodawania wektoréw)
B)U+0=U

(4) istnieje jedyny wektor U taki, ze U +U =0

(5) a(U+V)=aU +aV

(6) (a+ p)U =aU + pU

(7) (aﬁ) = a(ﬁU)
(8) 1-

Wystepujacy w punktach (3) i (4) znak 0 oznacza oczywiscie wektor ze-
rowy. Aksjomaty te sa bezposrednia konsekwencja wlasnosci dziatan na licz-
bach rzeczywistych. Istotnie, np. przemienno$¢ dodawania wektoréw spro-
wadza sie do przemiennosci dodawania liczb rzeczywistych, bowiem dla do-

wolnych wektoréw U = (3} ),V = () mamy

U2 V2 U2 + v2 V2 + U2 V2 U2 ’

gdzie réwnos¢é oznaczona symbolem x wynika z przemiennosci dodawania
liczb rzeczywistych.

Naturalne jest zatem pytanie o sens ich wprowadzenia skoro sa natural-
nymi konsekwencjami wtasnosci liczb rzeczywistych. Okazuje si¢ jednak, ze
istnieje wiele obiektow spelniajacych powyzsze aksjomaty. Zamiast badac te
obiekty kazdy z osobna, rozwinieto ogdlng teorie przestrzeni liniowych. Dzie-
ki temy po sprawdzeniu czy dany obiekt/zbior /przestrzen /struktura spetnia
powyzsze aksjomaty, znamy caly zestaw twierdzen, faktéw i wlasnosci, ktore
ta przestrzen posiada.
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1.2. Tloczyn skalarny

Definicja 1.4. Iloczynem skalarnym wektorow U = (,3) oraz V = (1})

nazywamy liczbe ujvy + ugve. lloczyn skalarny wektorow U i V' oznaczamy
symbolem (U, V).

Uwaga 1.5. Spotykane sg rowniez inne oznaczenia iloczynu skalarnego, jak
np. (U|V), UoV, U -V, nie bedziemy ich tu jednak stosowac.

Stwierdzenie 1.6. Dla dowolnych wektorow U,V,W i skalaréow o, € R
zachodzq nastepujgce wlasnosci

(1) dwuliniowosé iloczynu skalarnego
(a) (aU 4 BV, W) = a (U, W) + (V. W) (liniowos¢ wzgledem 1.
zmiennej)
(b) (U,aV + W) = a(U,V) + p(U,W) (liniowos¢ wzgledem 2.
zmiennej)
(2) (U, V)= (V,U) (symetryczno$é)
(3) (U, U) > 0, przy czym (U, U) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy U = 0
(dodatnia okreslonosé)

Definicja 1.7. Normg (diugoscig) wektora U nazywamy liczbe ||U|| 4
VU, U).

Twierdzenie 1.8 (R6wnosé réwnolegloboku). Dila dowolnych wektoréw U
i V' zachodzi réwnosc

(1.3) U+ VIP+ U= VI* =201+ [VI?) -

Dowdéd. Niech U i V' beda dowolnymi wektorami. Wéwczas (z definicji 1.7
oraz ze stwierdzenia 1.6) mamy:

U+ VIP+U-VI?=U+V.U+V)+(U-V,U-V) =
= (U,U0)+ (U V) +{V,U)+(V,V) +
+UU) = U V) =V, U)+(V,V) =
=200y +2(V,Vy =2(JlU* +|V|*). m
Zauwazmy, iz twierdzenie 1.8 méwi po prostu, ze suma kwadratéw diugo-

$ci przekatnych réwnolegtoboku jest rowna sumie kwadratéw diugosci jego
bokéw.

Twierdzenie 1.9 (Wzér polaryzacyjny). Dla dowolnych wektoréw U i V
zachodzi rownosé

(1.4 w.v) =5 (I + VP~ v -vI7).
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Dowdd. Niech U i V' beda dowolnymi wektorami. Wtedy (z definicji 1.7
oraz ze stwierdzenia 1.6) mamy:

IU+VIP=|U-V|?=(U+V,U+V)=({U-V,U-V) =
= (U, U) + (U, V) + (V,U) +(V,V) —
— (U, U) = (U, V) = (V,U) + (V, V) =
=4(U, V).

Lemat 1.10. Niech U oraz V' bedq dowolnymi wektorami. Wowczas rownosé
U =VI|*=|U|> + |V|* zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy (U, V) = 0.

Dowéd. Niech U i V' beda dowolnymi wektorami. Z definicji 1.7 oraz ze
stwierdzenia 1.6 mamy:

U-V|IP=U-V,U=-V)=(UU=-V)=(V,U-V)=
(1.5) = (U, U)— (U, V)= (V,U)+ (V,V) =
= U|I> -2, V) + V|

Fakt 1.11. Niech U ¢V bedg dowolnymi wektorami réznymsi od zera. Wow-
czas (U, V) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy U jest prostopadly do V(U LV ).

Dowdd.
(=)

Niech U L V. Wéwezas z twierdzenia Pitagorasa mamy ||U — V||? = ||U||* +
IV|? (por. rys. 3), co (na mocy lematu 1.10) jest réwnowazne temu, ze
(U, V) =0.

Vv

Rysunek 3

(=)

Niech teraz (U,V) = 0, co na mocy lematu 1.10 jest réwnowazne temu,
ze |[U=VI|* = |U|? + ||[V|*. Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia
Pitagorasa mamy, ze U L V. |
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W $wietle powyzszego faktu mozemy przyjaé zerowanie sig¢ iloczynu ska-
larnego za definicje prostopadioéci wektoréw. Przy takiej definicji wektor
zerowy jest prostopadly do kazdego innego wektora a nawet do samego sie-
bie!

Uwaga 1.12. Dla niezerowych wektoréw U i V mamy

(1) Gdy kat miedzy wektorami U i V jest ostry (por. rys. 4(a)), to
U = V|? < |U|IP+||V|* . Wynika stad w szczegélnoéci nieréwnosé
(U, V) > 0 (patrz dow6d lematu 1.10).

(2) Gdy kat miedzy wektorami U i V jest rozwarty (por. rys. 4(b)),
to |U—=V|? > |U|* + |[V]|* . Wynika stad w szczegdlnosci, iz
(U,V) <0 (patrz dow6d lematu 1.10).

|4 |4

(a) (b)

Rysunek 4

Z faktu 1.11 wynika, ze dla z,y € R wektory (3 ) oraz (,¥) sa prosto-
padte. Podobnie, () L (2%,).
Przykltad 1.13. Znajdziemy wektor prostopadly do wektora (3 ), majacy
dlugos¢ 1. Jak zauwazylismy wezesniej (3) L (?). Trzeba znalezé takie
t € R, aby ||t (7?)]| = 1. Mamy

L=t (R = (2) .t (32) = (), () =
= V42 1 2 = V522 = |t| V5,

skad t = % lub t = —%. Zatem wektorami prostopadlymi do wektora ()

-2 2
i majacymi dlugosé 1 sa ( ?) i ( \_/§ ) u
V5 V5

Niech Z(U, V) oznacza kat miedzy wektorami U i V' (kat miedzy wek-
torami wodzacymi punktéw U i V)
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Twierdzenie 1.14. Dila dowolnych wektoréw U i V' zachodzi (U, V) =
11V [ cos £(U, V).

Dowéd. W przypadku, gdy ktérykolwiek z wektoréw jest zerowy, teza jest
oczywista, bo (U, V) = 0.

Zalézmy teraz, ze wektory U i V sa niezerowe. Niech W bedzie wektorem
prostopadlym do wektora V takim, ze dla pewnego ¢ € R mamy W+cV = U
(wektor ¢V jest rzutem prostopadlym wektora U na prostq rozpinang przez
wektor V). W zaleznosci od kata miedzy wektorami U i V mozliwe sa dwa
przypadki, ktére przedstawiono na rysunku 5. Gdy kat miedzy wektorami

U W W U
¢V V eV 1%
(a) (b)
Rysunek 5

UiV jest ostry (rys. 5(a)), to
Vi VI
U]l U]l
Gdy kat miedzy wektorami U i V jest rozwarty (rys. 5(b)), to

cos Z(U, V) |c]

cos Z(U, V) = cos (1 — £(U,=V)) = — cos L(U, V) = — || HZH
Ponadto, gdy kat miedzy wektorami U i V jest ostry, to ¢ > 0 (por. rys.
5(a)), wigc cos Z(U,V) = C% a gdy kat miedzy wektorami U i V jest
rozwarty, to ¢ < 0 (por. rys. 5(b)), wiec cos Z(U,V) = —(—0)% = CH'
Zatem w obu przypadkach cos Z(U, V) = C”‘[;H'

7 drugiej strony wektor W = U — ¢V jest prostopadly do wektora V,
wiec z faktu 1.11 mamy

0= (U—cV,V)=(UV)=c(V,V),
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i stad mozemy wyliczy¢ stala c

U, vy (U,V)

c= = .
vy vy

Zatem
Wy IVI_ W)
vz ol Ivino|

cos Z(U, V) = [ |

Poniewaz dla dowolnych wektréw U i V zachodzi |cos Z(U,V)| < 1,
z udowodnionego przed chwilg twierdzenia 1.14 wynika nastepujacy

Wnhniosek 1.15 (Nieréwno$é Schwarza). Dla dowolnych wektoréw U i V
zachodzi

UV <IIUIVI-

Whniosek 1.16 (Nieréwnosé tréjkata). Dla dowolnych wektoréow U i V' za-
chodzi

IU+ VI < Ul + VIl

Dowéd. Niech U i V' beda dowolnymi wektorami. Wtedy
U+ VIP=(U+V,U+V)=(UU)+(UV)+(V,U) +(V,V) =
= U +2(U, V) +IVIP < WUIP + 20V + IVI* =
= (IUl+1IVI)*. =
Nieréwnos¢ uzyta w powyzszym dowodzie to nieréwnosé Schwarza.

Whniosek 1.17 (Wzér cosinuséw, twierdzenie Carnota). W dowolnym tréj-
kacie o bokach a,b, ¢ i przeciwlegtych katach réwnych odpowiednio «, 3,y
(rys. 6(a))zachodzi

a2 =b? + ¢ — 2bccos a,
b2 = a® 4+ & — 2accos B,
& =a®+b* — 2abcosn.

Istotnie, bez straty ogdlnosci mozemy zalozy¢, ze jednym z wierzchotkdw
tréjkata jest punkt 0 (rys. 6(b)). Kladac ||U|| = b, |V|| = coraz |[U — V|| =
a mamy

2 2 2 *
o =||U-V|*= U+ |V|*-2(U,V) =
Z U+ [V = 2||U|||V] cos (U, V) = b* + ¢* — 2bccos a,

*

gdzie réwnos¢ oznaczona symbolem * wynika z twierdzenia 1.14.
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(b)
Rysunek 6

1.3. Proste na plaszczyznie

Dla dowolnego wektora V' na plaszczyznie istnieje nieskonczenie wiele pro-
stych o kierunku V' (réwnolegtych do V). Jesli dodamy, ze chcemy prostej
o kierunku V' przechodzacej przez jakis wybrany punkt, dajmy na to A,
zidentyfikujemy ja w sposéb jednoznaczny.

Rownanie parametryczne takiej prostej ma postac
(1.6) X =A+1V,

gdzie X = () oznacza kartezjanskie wspélrzedne , ¢t € R jest parametrem
polozenia punktu na prostej, A = (gi) jest pewnym dowolnie wybranym
punktem na prostej, za§ V = () — niezerowym wektorem kierunkowym

prostej (patrz rys. 7(a)).

(a) (b)

Rysunek 7
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Zauwazmy, iz jest to po prostu skréocony zapis ukladu réwnan

T = aj + tvy,
(1.7)
Y = ag + tug.
W przypadku (patrz rys. 7(b)), gdy wektor kierunkowy nie jest dany
explicite, a wiadomo, ze prosta przechodzi przez punkty A i B, rownanie
(1.6) przyjmuje postaé

(1.8) X=A+tB-A).
Przyktad 1.18. Rozpatrzmy prosta majaca kierunek wektora V = (3) oraz

przechodzaca przez punkt A = (1). Zgodnie z (1.6) oraz (1.7), jej réwnanie
parametryczne ma postaé

r=1+4+3t

_ _ (143t . o ’

(y)=03)+t(3) = (214,5) lub réwnowaznie { y =244t
Wstawiajac t = %1 (otrzymane z pierwszego réwnania w powyzszym ukla-

dzie réwnan) do drugiego réwnania w ukladzie, dostajemy po przeksztalce-
niu réwnanie ogolne prostej

dr — 3y +2 =0. |

Roéwnanie ogélne prostej ma postaé
(1.9) ar +by +c=0,

gdzie a,b,c sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz a® + b*> > 0. Ten
warunek oznacza po prostu, ze wspotczynniki a i b nie mogg by¢ jednoczeénie
réwne 0.

Zauwazmy, ze réwnanie (1.9) mozna zapisa¢ z uzyciem iloczynu skalar-
nego

()

Ponadto, wektor () jest prostopadly do prostej ax + by 4+ ¢ = 0. Istotnie,
niech X oraz Xy spetniaja réwnanie az + by 4+ ¢ = 0. Wowczas

()2}
()59

Odejmujac stronami otrzymujemy

() -(0))-
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a korzystajac z dwuliniowoéci iloczynu skalarnego mamy

() 5-)»

Zatem z faktu 1.11 mamy, ze (§) L X3 — X5 a kierunek wektora X; — Xo
to kierunek naszej proste;j.

Przyktad 1.19. Znajdziemy réwnanie ogdlne prostej przechodzacej przez
punkt A = (}) i majacej kierunek wektora U = (3). Zgodnie z (1.9) mamy

ar +by+c¢=0, gdzie (§) L (%).

Sprobujmy zatem przyja¢ a = —3 oraz b = 2. Wdowczas szukane réwnanie
przyjmuje postaé

—3x+2y+c=0,
Szukana prosta przechodzi przez punkt A = (}), podstawmy wiec
—3-142-0+c¢c=0, czyli c=3.
Stad szukane réwnanie ogdlne prostej ma postaé
—3z+2y+3=0. |

Gdybysmy wzieli inny wektor prostopadty do kierunku prostej, dostali-
byémy troche inne réwnanie ogdlne wyznaczajace te sama prosta. Roznica
miedzy tymi réwnaniami sprowadzalaby sie jednak do przemnozenia przez
odpowiednig stala.

Przyktad 1.20. Obliczymy cosinus kata «, pod jakim przecinaja sie pro-
ste x +y = 1 oraz x — 2y = 4. Wektorami prostopadlymi do powyzszych
prostych sa odpowiednio (}) oraz (1) (lub (j) oraz (') odpowiednio).
Zauwazmy przy tym, ze kat pomiedzy tymi wektorami jest rowny katowi,
pod jakim przecinaja si¢ proste (por. rys. 8). Zatem

1 1
eosar = os (1), (22) = (R = vats = ko

Zmajac cos « nietrudno obliczy¢ wartoéé¢ kata a

. = arc cos (—L>

V10
Zauwazmy, iz w ten sposéb obliczyliSmy kat rozwarty, pod jakim przecinaja
sie proste. Postepujac analogicznie w przypadku pary wektoréw ( -1 ) (L)

(lub (1) oraz (3')) otrzymamy kat ostry. [ ]

W dowodzie twierdzenia 1.14 wykorzystaliSmy pojecie rzutu prostopa-
dlego wektora na prosta, ktére teraz sprecyzujemy.
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Rysunek 8

Definicja 1.21. Rzutem prostopadiym wektora U na prostg rozpinang przez
wektor V' nazywamy taki wektor W, ze U — W L V (patrz rys. 9). Wektor
W oznaczamy przez Py (U).

Uv-w v

0 w %4
Rysunek 9

7 dowodu twierdzenia 1.14 wynika nastepujaca uwaga

Uwaga 1.22. Dla dowolnych wektoréw U i V' zachodzi

W), W)
O =ww Y =P

By zrozumie¢ powyzszy wzor zauwazmy, ze rzut U na prosta rozpinang
przez V to skalarna krotno$¢ wektora V. Wartosé skalara, przez ktéry nalezy
pomnozy¢ V' by dosta¢ W wynika z faktu, ze tréjkat o wierzchotkach 0, U
i W jest prostokatny i z twierdzenia Pitagorasa.
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Przyklad 1.23. W nastepnych dwéch linijkach obliczymy cosinus kata,
pod jakim przecinaja si¢ wektory U = (1) 1V = (}), a nastepnie znajdziemy
rzut prostopadly wektora U na prosta rozpinana przez wektor V.

(U,V) 11 _ 115
cos Z(UV) = iy = va5 = 2

33
pv<U>:<|;¢pv:;;<z>:(§§). .

Przyktad 1.24. Znajdziemy odleglosé punktu A = (§) od prostej X = tU,
gdzie U = (). Zauwazmy, ze przesuwajac punkt A réwnolegle do prostej

Rysunek 10

nie zmieniamy odleglodci miedzy nimi. Wezmy zatem wektor V' prostopadty
do prostej i przesunmy A tak by znalazl sie na prostej rozpinanej przez
V. Wykonali$my rzut wektora (punktu) A na prosta rozpinana przez V.
Odlegtos¢é punktu A od prostej X = tU jest zatem rowna dlugosci rzutu
prostopadlego punktu A na prosta rozpinang przez wektor prostopadty do
prostej X = tU (por. rys. 10).

Zatem niech V = (—¢). Mamy

1Py ()] = |P-ay <<z>>H i ‘ — |zt ()| -
= S NG = R VO + @ = G .

1.4. Wyznacznik pary wektorow

Rozwazmy rdwnoleglobok rozpiety przez wektory U = (1) iV = (),
tzn. zbiér {X € R? : 3s,t € [0,1] X = sU + tV }. Pole réwnolegloboku jest
réwne iloczynowi dtugosci podstawy i wysokosci h opuszczonej na te pod-
stawe. Wysokos¢ jest rowna odlegtosci punktu U od prostej rozpinanej przez
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v
Rysunek 11

wektor V' (por. rys. 11), czyli h = || Py (U)]], gdzie V = (7°2) jest wektorem
prostopadtym do wektora V. Stad

RIVI= 1Py @)1V = P20 SR — ey — e,

czyli pole réwnolegloboku rozpietego przez wektory U = (1) 1V = (3})
jest z doktadnoscia do znaku réwne liczbie ujve — ugv;.

Powyzsze rozumowanie prowadzi do nastepujacej definicji wyznacznika
pary wektoréw.

Ul V1

Definicja 1.25. Wyznacznikiem pary wektoréw U = () oraz V = (3})
nazywamy liczbe ujve —ugvi. Wyznacznik pary wektoréw U i V oznaczamy
symbolem det (U, V) = det ((wl), (22)) = | s o5 |-

A zatem pole réwnolegtoboku rozpietego przez wektory U i V' wynosi
|det (U, V)|.

Stwierdzenie 1.26. Dla dowolnych wektorow U, V,W oraz liczb rzeczywi-
stych a, B zachodzg nastepujoce wlasnosci

(1) dwuliniowo$é wyznacznika
(a) det (aU + BV, W) = adet (U, W) + Bdet (V, W)
(liniowo$é wzgledem 1. zmiennej)
(b) det (U,aV 4 W) = adet (U, V) + S det (U, W)
(liniowo$é wzgledem 2. zmiennej)

(2) det (U, V) = —det (V,U) (antysymetrycznosc)

Zauwazmy, ze z antysymetrycznosci wyznacznika wynika, ze dla dowol-
nego wektora U

(1.11) det (U,U) = 0.
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1.5. Liniowa niezaleznosé

Definicja 1.27. Wektory U i V nazywamy wspétliniowymsi, jedli istnieje
liczba rzeczywista « taka, ze U = oV lub istnieje liczba rzeczywista 8 taka,
ze V= pU.

Przyklad 1.28.

(1) Wektory () oraz (:i) sa wspotliniowe, bo zaréwno (:i) = -2
(5, jaki (5) = (=3) - (23).

(2) Wektory (3) oraz () sa wspélliniowe, poniewaz () = 0- (3).
W tym wypadku nie istnieje liczba rzeczywista a taka, ze (1) =
a(f)-

(3) Wektory (3) oraz (1) nie sa wspolliniowe, bo dla dowolnych liczb
rzeczywistych a, 8 mamy (3) # a(3)1i(3) #B(3).

|

Fakt 1.29. Dla dowolnych wektorow U iV oraz liczb rzeczywistych A\, p
mamy

(1) U iV sq wspdtliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy det (U, V) = 0.

(2) U iV nie sq wspdtliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy z warunku \U +
pV =0 wynika, 2e A =p =0.

Dowéd. Niech U = (1), V = (4w )-
(1) Zalézmy najpierw, ze ug # 0 oraz ve # 0. Wtedy

det (U, V) =0 <= wujvs —ugv; =0 <~
Ul (%1
< UIV2 = UV] <~ — = —,
U2 V2
co oznacza, ze wektory U i V sa proporcjonalne, czyli istnieje licz-
ba rzeczywista « taka, ze U = oV lub istnieje liczba rzeczywista
taka, ze V = alU, czyli wektory U i V sa wspoéliliniowe.

Niech teraz us = 0 lub vo = 0. Gdy obie liczby sa rowne zero,
to wyznacznik wynosi zero i oczywiscie istnieje liczba rzeczywista
a taka, ze uy = awv; lub istnieje liczba rzeczywista § taka, ze v, =
auy, wiec wektory U i V' sa wspdlliniowe.

Gdy natomiast ug = 0 i vo # 0, to wyznacznik jest réwny
zero wtedy i tylko wtedy gdy u; jest rowne 0. Wtedy U = (§)
czyli U =0 -V, wiec wektory U i V sa wspotliniowe. Analogicznie
dowodzi si¢ w przypadku, gdy us # 01 vy = 0.
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(2) Dowéd obu implikacji przeprowadzimy metoda nie wprost.
(=)

Chcemy pokazaé, ze jesli U i V nie sa wspoltliniowe, to z wa-
runku AU + pV = 0 wynika, ze A = p = 0. Przypusémy wiec nie
wprost, ze z warunku AU + uV = 0 nie wynika, ze A = p = 0. To
oznacza, ze istnieja liczby rzeczywiste A, u takie, ze AU 4+ uV = 0
oraz A # 0 lub u # 0.

A
Gdy A #0,to U = </;\L) V,zad gdy u # 0, to U = (M) V.

Zatem w obu przypadkach wektory U i V sa wspoétliniowe a miaty
nie by¢. DoszliSmy zatem do sprzecznosci co konczy dowodd impli-
kacji.
(<)

Teraz chcemy pokazaé, ze jesli z warunku AU + uV = 0 wynika,
ze A = pu = 0, to wektory U i V nie sa wspélliniowe. Zalézmy zatem
nie wprost, ze wektory U i V sa wspoélliniowe, czyli istnieje liczba
rzeczywista « taka, ze U = oV lub istnieje liczba rzeczywista
taka, ze V = gU.

Gdy U =aV,to1-U+(—a)V =0, ale 1 # 0. Jest to sprzeczne
z zatozeniem, ze z warunku AU + puV = 0 wynika, ze A = pu = 0.
Analogicznie jest w przypadku, gdy V' = U. Udowodnilis§my zatem
druga implikacje.

|
Przyklad 1.30. Pokazemy, ze wektory (3) i (1) nie sa wspélliniowe.

Zgodnie z faktem 1.29 wystarczy sprawdzié, czy z warunku A (}) +
p(3) =0 wynika, ze A = p = 0.

Mamy
A4+p=0,
{ 220+ 3u = 0.
Odejmujac od drugiego réwnania dwukrotnosé pierwszego dostajemy
A4 p =0,
{ p =0,
skad wynika, ze A = u = 0. |

Definicja 1.31. Wektory U i V nazywamy liniowo niezaleznymi, jesli dla
dowolnych liczb rzeczywistych A, u z warunku AU + uV = 0 wynika, ze
A = p = 0. W przeciwnym wypadku wektory U i V nazywamy liniowo
zaleznymi.
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Zauwazmy, ze z faktu 1.29 wynikaja w oczywisty sposéb réwnowazne
stwierdzenia:

(1) wektory U i V nie sa wspolliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy sa
liniowo niezalezne,

(2) wektory U i V' sa wspélliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy sa liniowo
zalezne.

W szczegdlnosci, wektory U i V' sg liniowo niezalezne wtedy i tylko wtedy,
gdy det (U, V) # 0.

Rozwazmy liniowo niezalezne wektory U,V € R2. Kazdy wektor (j)
mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektoréw U i V| tzn. X =
aU + bV. Pytamy o istnienie rozwigzania uktadu réwnan

auy + bvy =z,
aus + bvy =y,

Wiemy, ze wektor U nie moze by¢ zerowy bo bylby wtedy wspotiniowy z
V. Ktéras z jego wspotrzednych musi byé wiec niezerowa. Bez zmniejszania
ogb6lnosci mozemy przyjac, ze us # 0. Mnozac drugie réwnanie przez Z—; i
odejmujgc od pierwszego dostajemy b(%vg —v) = wy — x. Poniewaz U
i V nie sg wspdtliniowe, maja niezerowy wyznacznik, tzn. uqvy — viug # 0
a stad réwniez %02 — v # 0 wiec mozemy podzieli¢ otrzymane réwnanie
ul
przez “—;vz —v1. A zatem b = =2 " tatwo wyliczymy réwniez a. Zatem

n _
uy V2701

réwnanie ma rozwiazanie.

Zauwazmy, ze przedstawienie (3 ) w postaci kombinacji liniowej wekto-
réw U i V jest jedyne. Istotnie niech

X = aU + bV i jednoczeénie
X =dU+bV.
Wéwcezas
0=(a—ad)U+(b-V)V,
wiec z definicji liniowej niezalezno$ci wynika, ze a — a’ = 0 oraz b — b’ = 0,
skada=d ib=1"V.
Definicja 1.32. Bazg przestrzeni R? nazywamy dowolny zbiér B C R?

taki, ze kazdy wektor X € R? mozna jednoznacznie przedstawié¢ w postaci
kombinacji liniowej elementéw z B.

Fakt 1.33. Dla dowolnych liniowo niezaleznych wektorow U iV zachodzi

(1) det (U, V) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy najkrétszy kat obrotu od
wektora U do wektora V jest skierowany przeciwnie do ruchu wska-
zowek zegara.
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(2) det (U, V) < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy najkrotszy kat obrotu od wek-
tora U do wektora V jest skierowany zgodnie z ruchem wskazowek
zegara.

Dowéd. Obréémy pare wektoréw U i V' tak, aby wektor U pokrywal sie
z dodatnia pélosia odcietych (por. rys. 12). Wéwezas det (U, V') nie zmienia
sie (przekonamy sie o tym dopiero w rozdziale drugim w przyktadzie 2.13)
oraz kierunek najkrotszego kata obrotu zostaje zachowany.

Y

Rysunek 12

Wystarczy zatem udowodnié¢ fakt w przypadku, gdy U = (‘¢) 1V =
(08 ), przy czym uy > 0 oraz vy # 0 (bo wektory U i V' sa liniowo niezalezne).
Mamy
uyp U1
0 wvy
skad przy powyzszych zatozeniach otrzymujemy

det (U, V) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy vy > 0 (rys. 13(a)),
det (U, V) < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy vo < 0 (rys. 13(b)). [ |

det (U, V) =

= Uuj1v2,

Definicja 1.34. Pare uporzadkowana (U, V') nazywamy dodatnio (ujemnie)
zorientowang, jesli det (U, V) > 0 (det (U, V) < 0 odpowiednio).

1.6. Uklady réwnan liniowych

W biezacym podrozdziale ograniczymy sie do uktadéw dwdch réwnan linio-
wych z dwiema niewiadomyms, tzn. uktadéw réwnan postaci
ar +cy = e,
1.12
( ) { br+dy = f,
gdzie x,y sa niewiadomymi, zas a, b, c,d, e, f sa wspolczynnikami rzeczywi-
stymi, przy czym a? 4 ¢? > 0 oraz b + d? > 0.
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(a) (b)
Rysunek 13

Zauwazmy, ze kazde z réwnan ukladu (1.12) jest réwnaniem ogdlnym
prostej. Zatem rozwiazaniami ukladu (1.12) sa punkty wspdlne dwéch pro-
stych na plaszczyznie. Gdy proste nie sa réwnolegle (w szczegdlnosei, gdy
sie nie pokrywaja), to uktad (1.12) ma dokladnie jedno rozwiazanie.

Uklad (1.12) mozna zapisa¢ w postaci

- (1)) - ()

Zauwazmy, ze rozwiazaniami ukladu (1.12) sa wspélczynniki przedstawien
wektora ( 7) w postaci kombinacji liniowej wektoréw (§ )1 (). Jesli wektory
(%) oraz (§) sa liniowo niezalezne, to takie przedstawienie jest jedyne, wiec
uklad (1.12) ma dokladnie jedno rozwiazanie.

Powyzsze rozwazania mozna zapisaé jako nastepujacy fakt

Fakt 1.35. Jesli wektory (4) i () sa liniowo niezalezne, to uktad (1.12) ma
dokladnie jedno rozwigzanie (tzn. jesli det ((3),(g)) # 0, to uklad (1.12)
ma dokladnie jedno rozwigzanie).

Dowéd. Niech wektory X = ($) 1Y = (§) beda liniowo niezalezne, czyli
niech det (X,Y") # 0. Polézmy Z = ( §). Poniewaz wektory X 1Y sa liniowo
niezalezne, wigc istnieje doktadnie jedno przedstawienie wektora Z w postaci
kombinacji liniowej wektoréw X oraz Y. Wowczas Z = X + yY jedynym
rozwiazaniem ukladu (1.12). Istotnie, gdyby uklad (1.12) mial wiecej niz
jedno rozwiazanie, to zachodzitoby réwniez Z = 2’ X + 'Y . Ale wéwczas

X +yY =2'X +9Y,
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czyli
(x—2)X +(y -y )Y =0,
skad z —2' =y —y' =0, wigc v = 2’ oraz y = ¢/ u

Pozostarimy przy oznaczeniach X = (), Y = (§) oraz Z = (7). Przy
zalozeniu, ze det (X,Y) # 0, wyliczymy ezplicite wartosci wspolczynnikéw
x iy w (1.13), czyli znajdziemy rozwiazanie uktadu (1.12). Jak wiadomo
z faktu 1.35, takie rozwigzanie jest jedyne.

Szukamy zatem z,y € R takich, ze X + yY = Z. Wowczas
det (zX +yY,Y) =det (Z,Y).

Korzystajac z dwuliniowo$ci wyznacznika mamy
xdet (X,Y) +ydet (YY) =det (Z,Y),
a poniewaz det (YY) = 0, wiec

xdet (X,Y) =det (Z,Y),

skad
o det (Z,Y)
det (X,Y)’
Podobnie,
det (X, 2X +yY) =det (X, 2),
czyli
ydet (X,Y) = det (X, Z),
skad
det (X, 2)
YT der ()

OtrzymaliSmy w ten sposdb wzory

_det (Z,Y) _ det (X, 2)

1.14 _ detlgr) _ det(X,2)
(1.14) Tt (X,Y) YT det(X,Y)

pozwalajace rozwigza¢ uklad réwnan postaci (1.12) za pomoca wyznaczni-
kéw. Wzory (1.14) nazywamy wzorami Cramera choé Chificzycy znali je gdy
Cramera nie byto jeszcze na Swiecie.
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Uwaga 1.36. Wyznacznik det (X,Y) nazywamy wyznacznikiem gléwnym
uktadu (1.12). Oznaczamy go symbolem W. Wyznaczniki det (Z,Y") oraz
det (X, Z) oznaczamy odpowiednio przez W, i W,,.

W przypadku, gdy W = det (X,Y) = 0, to uklad (1.12) moze mieé nie-
skoniczenie wiele rozwigzan badz nie mie¢ ich wcale. Wéwczas uklad (1.12)
nazywamy odpowiednio ukladem nieoznaczonym albo sprzecznym. Interpre-
tacja graficzng ukladu nieoznaczonego sg dwie pokrywajace sie proste, zas
uktadu sprzecznego — dwie proste réwnolegte, niemajace punktéw wspol-
nych.






Rozdziat 2

Przeksztalcenia
liniowe R? i macierze

2.1. Pojecia wstepne

Definicja 2.1. Przeksztalceniem plaszczyzny nazywamy dowolna funkcje
F: R? - R?, czyli odwzorowanie () — F ((§)).

Definicja 2.2. Przeksztalcenie F': R? — R? jest addytywne, jedli
VX, Y €eR* F(X+Y)=F(X)+F(Y).
Definicja 2.3. Przeksztalcenie F': R? — R? jest jednorodne, jedli
Va e RVX € R? F(aX) = aF(X).

Definicja 2.4. Przeksztalcenie F': R? — R? jest liniowe, jesli jest addytyw-
ne i jednorodne, tzn. jesli

Va,B € RYX,Y € R? F(aX +BY) =aF(X)+ BF(Y).
Przyktadem nieliniowego przeksztalcenia jest translacja o dowolny nie-
zerowy wektor. Istotnie, dla 0 # U € R? oraz kazdych o, 8 € R i dowolnych
X,Y € R? mamy
Ty (aX 4+ BY) = aX+pBY +U # aX+pY +(a+p8)U = o1y (X)+6Ty (V).

Co wiecej, z rachunku powyzej wynika, ze translacja nie jest przeksztalce-
niem ani addytywnym, ani jednorodnym.
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2.2. Macierz przeksztalcenia liniowego

Fakt 2.5. Niech F: R? — R2. Wéwczas F jest liniowe wtedy i tylko wtedy,

gdy jest postaci F((3)) = (gisz) dla pewnych liczb rzeczywistych a, b, c, d.

Ponadto liczby te w sposéb jednoznaczny wyznaczajg F'.

Dowdd.
(=)

Niech F: R? — R? bedzie liniowe oraz niech X = (j) bedzie dowolnym
elementem plaszczyzny

Zauwazmy, ze (5 ) = x (§ ) y (V). Wezmy liczby a, b, ¢, d dane przez(§) =
F((g)) oraz (g) = F((})). Wéwczas

(G- (o) Q) = () - () -
= (5) e (e) = ()

Niech F': R? — R? bedzie postaci F((})) = (gfigg) dla pewnych liczb

(=)

rzeczywistych a, b, ¢, d. Wezmy dowolne wektory X = (y) i X' = (gf) oraz
dowolne liczby rzeczywiste o i 8. Wowczas

Nerlal® 2\ _ ox +fa’) ) _
F(aX + BX') —F< <y> +5 <y'>> =F ((ay+5y/>> -
_ alax + ') + blay + By) _
clax + B2') + d(ay + ByY)

_ [alaz +by) + Blaz’ +by') | _
alcx + dy) + B(ex’ + dy')

 faz+by az’ +by"\
_a<cx+dy>+ﬂ<cx’+dy/ a

o ((2)) e ((2) - arc s srvrs.

Definicja 2.6. Jesli F((y)) = (gzigg), to m (F) = (¢%) nazywamy ma-

cterzq przeksztalcenia liniowego F.
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Z dowodu faktu 2.5 wynika ponizszy

Whiosek 2.7. Kolumnami macierzy przeksztalcenia liniowego F': R? — R?
sa wektory F'(Ey) i F(E3) (odpowiednio pierwsza i druga).

Uwaga 2.8. Odpowiednio$¢ miedzy przeksztatceniem liniowym ptaszczyzny
a macierzami rozmiaru 2 x 2 jest wzajemnie jednoznaczna, tzn. kazdemu
przeksztatceniu liniowemu odpowiada dokladnie jedna macierz i odwrotnie.

Definicja 2.9. Macierzq kwadratowq stopnia 2 (macierzq rozmiaruy 2 X 2)
nazywamy uporzadkowany zbior liczb rzeczywistych ai1, a12, as1, ase postaci

aip a2
a21 a2

Liczby ai1, ai2, a1 oraz ase nazywamy wyrazami lub elementams macierzy.
Wyrazy a1 oraz ais stanowig pierwszy wiersz, zas wyrazy ai1 oraz as) —
pierwsza kolumne macierzy, etc. Przestrzen macierzy kwadratowych stopnia
2 o wyrazach rzeczywistych bedziemy oznaczaé¢ symbolem Mayo(R).

Nalezy podkresli¢, iz jest to bardzo szczegdlny przypadek ogdlnej defini-
cji macierzy prostokgtnej, o czym bedzie mowa w dalszej czeéci. Zauwazmy
przy tym, ze wektor (i) jest macierzq prostokatng rozmiaru 2 x 1.

Definicja 2.10. Elementy macierzy o obu réwnych indeksach, czyli wyrazy

a1 oraz ag, tworza gldwng przekgtng (diagonale) macierzy A = (gi! gi2).

Niech A = (gl g12) oraz B = (Z; 2;; ) Moéwimy, ze macierze A oraz B
sg réwne, jesli a;; = b;; dlai,j =1, 2.

Podobnie, jak w przypadku wektoréw, na macierzach kwadratowych
stopnia 2 definiujemy podstawowe dziatania.

Dodawanie macierzy A i B okredlamy nastepujaco
ail a2 bi1 b2 air + b1 a2 + b1z
21) <a21 (122> <b21 b22> <a21 +0bo1 age + bao
MnoZzenie przez skalar t € R definujemy wzorem
(2.2) PA =g (011 @a2) tai;  taiz .
a1 G2 taz1 tag
Nietrudno sprawdzi¢, ze powyzsze dzialania sa przemienne i taczne.

W podobny sposéb okreslamy odpowiednie dzialania na przeksztalce-
niach liniowych. I tak, dla F,G: R? — R? liniowych oraz U € R? mamy

(2.1) (F+G)(U) = FU)+GU)
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i odpowiednio
(2.2)) (tF)(U)=tF(U).

Poniewaz odpowiednioé¢ miedzy macierzami 2 x 2 a przeksztalcenia-
mi liniowymi R? jest wzajemnie jednoznaczna, mozemy w pewnym sensie
utozsamiaé te pojecia. Powyzej zdefiniowaliSmy dodawanie macierzy i doda-
wanie przeksztalcen liniowych, mnozenie macierzy przez skalar i mnozenie
przeksztatcenia przez skalar, pdzniej zdefiniujemy miedzy innymi pojecie
wyznacznika macierzy i przeksztalcenia liniowego. Poniewaz pojecia te zna-
cza w zasadzie to samo dla macierzy i przeksztalcen liniowych, nie bedziemy
ich osobno definiowaé, majac nadzieje, ze czytelnik bedzie o tym pamietal.

Dla dowolnej macierzy M = (2Y) oraz wektora X = (§) okreslamy

dziatanie macierzy na wektor nastepujaco

_fa b\ (x\ [ax+by
(2:3) MX_(C d> <y>_<ca:+dy>'

Jest to szczegdlny przypadek mnozenia dwoch macierzy bo o wektorze ()
mozemy mysleé¢ jak o macierzy prostokatnej rozmiaru 2 x 1.

Przyktad 2.11. Rozwazmy przeksztalcenie tozsamosciowe Id ptaszczyzny.

Dla dowolnego X € R? mamy Id(X) = X. Niech X = (§). Wowczas

d((y)) =(y) = (g;gg), czyli jest to przeksztalcenie liniowe o macierzy

(69)- n

Macierz 1 £ m (Id) = (é ?) nazywamy macierzq jednostkowq lub

identycznosciowq.

Przyktad 2.12. Rozwazmy symetrie S; wzgledem prostej [ rozpinanej przez
wektor (1), tzn. I = {t (1) : t € R}. Niech X = (§) bedzie dowolnym punk-
tem plaszczyzny. Wéwcezas (patrz rys. 1)

SI(X) =R (X)+(-X-Fk(X))=2R(X)-X.

Pozostaje zatem obliczy¢ rzut prostopadly wektora X na prosta [, czyli
w tym wypadku na prosta rozpinang przez wektor (1). Mamy

wiec
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Y [
Si(X) 1
1 P (X)
1 X
| | | |
I T T T T
N X - P (X)
Rysunek 1

Latwo sprawdzié, ze przeksztalcenia P, oraz S; sa liniowe. Macierzami

12 _3
tych przeksztalcen sa wigc m (P)) = (g Z) oraz m (S)) = ( L ) [ ]
55

Przyklad 2.13. Rozwazmy obrot Ry o kat 6 wokdt punktu 0. Niech X =

[ [INIS{ [N

5

Y

Rysunek 2

(y) oraz Ry (X) = (1";:) Punkty X i Ry (X) wygodniej jest zapisaé we
wspolrzednych biegunowych. Mamy zatem X = (.g,5) oraz Ry (X) =
(:‘;ﬁ:ﬁ), gdzie r = || X|| = ||Rg (X)]|, z wlasnosci obrotu. Zauwazmy, ze

1 = ¢+ 0 (por. rys. 2), wiec

R ((:p))_ rcos(p+0)\ _ (rcospcosf—rsingsind\ _ [ xcosf—ysinb
0 \y)) = rsin (p+0) ) — \ rsingpcosf+rcospsin® /] — \ ycosf+xsing | -
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Jest to zatem przeksztalcenie liniowe o macierzy (gfﬁg _Cgis%e). W dowodzie

faktu 1.33 skorzystaliémy bezprawnie z tego, ze obrét nie zmienia wyznacz-
nika pary wektoréw. Znajac macierz obrotu mozemy latwo sprawdzié, ze
rzeczywiscie tak jest. |

2.3. Obraz i przeciwobraz przez przeksztalcenie liniowe

Definicja 2.14. Obrazem zbioru A C R? przez przeksztalcenie liniowe
F: R? = R? nazywamy zbiér

F(A) = {F(X): X € A}.

Definicja 2.15. Przeciwobrazem zbioru A C R? wzgledem przeksztalcenia
liniowego F': R? — R? nazywamy zbior

FH(A) = {X e R?: F(X) € A}

Przyktad 2.16. Rozwazmy prosta | = {(§)+¢(3):t € R}. Znajdziemy

jej obraz i przeciwobraz wzgledem przeksztalcenia liniowego F: R? — R2

o macierzy m (F) = (3 7'). Mamy

F(l)={F((§)+t(3):te R} ={F((3)) +tF((3)): t €R} =
={G) @)+t G)teRy ={(}) +t(F') :t e R},
czyli obrazem prostej I przez F jest prosta F(I) = {(3)+t(3'):t € R}.
Aby znalezé przeciwobraz prostej [ przez F', wygodniej bedzie korzystaé

z réwnania ogdlnego prostej [. Latwo sprawdzi¢, ze jest ono postaci 2z —y =
2. Jak wiadomo z definicji, przeciwobrazem prostej [ przez F' jest zbior

F 1) = {X eR*: F(X) € 1}.

(2)=Fx)=F((N =016 =(43)
Poniewaz F'(X) ma naleze¢ do prostej [, musi spelniaé jej réwnanie:
22" — 9 =2,
wiec z wezesniejszego rachunku mamy
20z —y) — Bz +y) =2,
czyli
—x—3y=2czyliz+ 3y = -2

zatem przeciwobrazem F~1(I) prostej | przez F jest prosta o réwnaniu ogél-
nym postaci x + 3y = —2. |
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2.4. Zlozenie przeksztalcen

Definicja 2.17. Niech F,G: R? — R2. Zloieniem (superpozycjq) prze-
ksztalcen ' i G nazywamy przeksztalcenie F o G: R? — R? dane wzorem

(FoG)(X)=F(G(X)).

Przyktad 2.18. Dla dowolnego X € R? oraz dla dowolnych wektoréw U
i V zlozeniem translacji Ty oraz Ty jest

Ty o Ty )(X) =Ty (Ty (X)) =Ty (X + V) =X +V + U =Ty4v (X),
czyli translacja o wektor U + V. ]

Jak wida¢, sktadanie translacji jest operacja przemienna. Jednak w pel-
nej ogolnosci sktadanie przeksztalcen nie jest operacja przemienna, czego
dowodzi kolejny

Przykltad 2.19. Rozwazmy symetrie wzgledem osi odcigtych S, oraz sy-
metrie S(l) wzgledem prostej rozpinanej przez wektor (1). Dla dowolnego
1

X = () € RZmamy S, (()) = (=%, oraz S(%) ()= (%) (por. rys. 3(a)
i 3(b) odpowiednio). Wéwczas

Y

(a) (b)
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Jak pokazalismy powyzej, sktadanie przeksztatcen nie jest operacja prze-
mienna. Jest jednak operacja taczna. Istotnie, dla dowolnych przeksztalcen
F,G,H: R? - R? oraz dla kazdego X € R? mamy

(FoG)oH)(X)=(FoG)(H(X))=F(GHX)))=F(Go H)(X)) =
= (Fo(GoH))X).

Fakt 2.20. Zlozenie przeksztalcen liniowych jest liniowe.

Dowéd. Niech F,G: R? — R? beda dowolnymi przeksztatceniami liniowy-
mi. Wéwezas dla kazdych a, 8 € R oraz dowolnego X € R? mamy

(FoG)aX +pY)=F(GaX+pY)) =F(aG(X)+ pG(Y)) =
— aF(G(X)) + BF(G(Y)) =
=a(FoG)(X)+ B(FoG)(Y). |
Powstaje naturalne pytanie, jak dla danych przeksztalcen liniowych F

i G, znajac m (F) oraz m (G), znalez¢ m (F o G). Zgodnie z wnioskiem 2.7,
kolumnami m (F' o G) sa wektory (F' o G)(E1) oraz (F o G)(E2). Mamy

(F o G)(E1) = F(G(E1)) = m (F) G(E),

(F o G)(Ez) = F(G(Ez)) = m (F) G(E3),
gdzie G(E) jest pierwsza kolumng m (G), a G(E3) — druga. Niech m (F') =

((cl Z) oraz m (G) = (Z/ Z;) Wéwezas

woarm = (2 0] (4) = (i),
o= (2 ) (4)- (472

Zatem macierz ztozenia m (F o G) przeksztalcen liniowych F'i G jest postaci

aa' +bd  ab' + bd
(24) (ca’ +dd b + dd’)

Co doprowadza nas do wzoru

a b\ (d V aa’ +bc  ab' + bd'
(2'5) AN / / / | -
c d)\cd d cc +dc cd +dd
Wzér (2.5) okresla dzialanie mnozenia macierzy kwadratowych stopnia
2. Analogicznie jak w przypadku sktadania przeksztalcer, mnozenie macie-
rzy jest laczne, ale nie jest przemienne.

Mnozenie danych macierzy przeksztalcen liniowych pozwala w prosty
sposéb znalezé macierz ich ztozenia, co ilustruje ponizszy przykiad.
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Przyktad 2.21. Powréémy do przykladu 2.19. UstaliliSmy, ze S; ((3)) =
(%) oraz S(l) ((3)) = (¥). Sa to przeksztalcenia liniowe o macierzach
1
m(S;) = (4 %) oraz m (S( 1)> = (9}). Zobaczmy co si¢ stanie gdy zlozy-
1

my je w réznych kolejnosciach
m(S:05(1)) = (5 %) (28 = (%)
m(Say°8:) =D G2 = ()

1

Ponadto (zob. przyklad 2.13)

m (SJ:OS(%O =m (Rgﬁ) =m (R_;r) )
(5 05.) =m (7). .

2.5. Odwracalnos$é przeksztatcen

Definicja 2.22. Przeksztalcenie F': R? — R? nazywamy odwracalnym, jedli
dla dowolnego Y € R? istnieje dokladnie jedno X € R? takie, ze F(X) =Y.

Woéwezas F~1: R? — R? dane wzorem F~1(Y) = X jest dobrze okreslonym
przeksztalceniem odwrotnym do F.

Réwnowazng definicji 2.22 jest nastepujaca
Definicja 2.23. Przeksztalcenie F': R? — R? nazywamy odwracalnym, jesli
istnieje G: R? — R? takie, ze FoG = Go F =1d.
Wéwezas takie G nazywamy przeksztatceniem odwrotnym do F'.
Fakt 2.24. Jesli przeksztalcenie F: R? — R? jest odwracalne, to istnieje

jedyne przeksztatcenie G odwrotne do F.

Dowdéd. Zalézmy, ze G oraz Go sa przeksztatceniami odwrotnymi do F.
Wéwcezas

G1:Glold:Glo(FoGg):(GloF)OGQIIdOGQZGQ. |

Fakt 2.25. Jesli przeksztalcenie liniowe F: R? — R? jest odwracalne, to
przeksztalcenie odwrotne F~1 tez jest liniowe.

Dowéd. Dla kazdych a, 3 € R oraz dowolnych X,Y € R? mamy
F~ (aX +Y) = F7 (aF (F7 (X)) + 8F (F71 (V) =
P (F(aF 7 (X) + BFTH(Y))) =
=aF ! (X)+BFH(Y),
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gdzie réwnos$¢é oznaczona symbolem * wynika z liniowosci przeksztalcenia

F. ]

Analogicznie jak w przypadku odwracalnosci przeksztalcen (w sensie
definicji 2.23), definiujemy odwracalno$é macierzy.

Definicja 2.26. Macierz A nazywamy odwracalng (nieosobliwg), jesli ist-
nieje macierz B taka, ze AB = BA =1.

Macierz B nazywamy wtedy macierzqg odwrotng do A i oznaczamy przez
AL
Odpowiednikiem faktu 2.24 dla macierzy jest nastepujacy

Fakt 2.27. Jesli macierz A jest nieosobliwa, to istnieje jedyna macierz B
odwrotna do A.

Dowéd. Zaltbézmy, ze macierze By i B sa odwrotne do A. Wéwczas
By = Bl = B1(AB3) = (B1A)By = 1By = Bs. |

Fakt 2.28. Dla dowolnego przeksztalcenia odwracalnego F: R? — R? ma-
cterz przeksztatcenia odwrotnego do F' jest rowna macierzy odwrotnej prze-
ksztalcenia F, tzn. m (F~1) = (m (F)) .

Dowé6d. Mamy
m(F)m(F ) =m(FoF ™) =T=m(F'oF)=m(F')m(F),
wiec zgodnie z definicja 2.26 m (F~1) = (m (F))™". [ |

W definicji 2.6 sformutowaliSmy pojecie macierzy za pomocy przeksztat-
cenia liniowego. Aby w pelni pokaza¢ wzajemna odpowiednio$¢ miedzy ma-
cierzami a przeksztalceniami liniowymi (por. z uwaga 2.8), zdefiniujemy te-
raz przeksztalcenie liniowe, odpowiadajace danej macierzy.

Definicja 2.29. Przeksztalceniem liniowym odpowiadajacym macierzy A
nazywamy funkcje Fa: R? — R? dang wzorem Fy(X) = AX.

Przedstawimy teraz pokrotce zwiazek miedzy macierzami a ukladami
rownan liniowych z dwiema niewiadomymi. Niech A bedzie macierzg kwa-
dratowa stopnia 2 oraz X,Y € R2. Dla ustalonych a,b,c,d € R polézmy
A = (9Y) oraz dla danych yi,y» € R niech Y = (}3). Niech X = (5}).
Woéwcezas réwnaniu macierzowemu

(2.6) AX =Y

odpowiada ukltad réwnan

(2.7)

axy + bxa = yi,
cxy + dxa = yo,
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gdzie x1, x2 sa niewiadomymi.

Sformutujemy teraz réwnowazne z definicja 2.26 pojecie macierzy od-
wracalnej, analogicznie do odwracalnosci przeksztalcen (w sensie definicji
2.22).

Definicja 2.30. Macierz A jest odwracalna, jesli dla kazdego Y € R? istnieje
jedyne X € R? takie, ze AX =Y (tzn. dla dowolnego Y € R? uklad réwnan
AX =Y ma dokladnie jedno rozwiazanie).

Zauwazmy, ze dzieki powyzszej definicji mozemy nie tylko stwierdzié, czy
dana macierz jest odwracalna, ale réwniez wprost ja wyliczy¢.
Przyklad 2.31. Niech A = (}2%). Wyliczymy A™!, o ile istnieje. Polézmy
X = (73) oraz Y = (}; ). Rozpatrzmy réwnanie macierzowe
AX =Y,
czyli uktad réwnan
x1 + 2x9 = Y1,
3x1 + 4xe = yo.
Odejmujac od drugiego réwnania dwukrotnosé pierwszego dostajemy
1+ 2z2 = Y1,
T1 = Y2 — 2y1,

skad y1 — 220 = yo — 2y1, czyli 29 = %yl — %yg, wiec uklad ma jedyne
rozwiazanie. Zatem

v\ _ (“2ntye) _ (=2 1) (n
o Su1 — 3y s =3/ \w»)’
—2

1
gdzie ( % 7% ) jest macierza odwrotng do A, czyli po uproszczeniu zapisu
X=41y. |

2.6. Wyznacznik macierzy

W podrozdziale 1.4 zdefiniowaliSmy pojecie wyznacznika pary wektoréw.

Jak wiadomo, kolumny macierzy (gil gi2) mozna utozsami¢ z wektorami

(ast) oraz (gi2). Nic zatem nie stoi na przeszkodzie, aby zdefiniowaé pojecie

wyznacznika macierzy.

Definicja 2.32. Wyznacznikiem macierzy A = (gil gi2) nazywamy licz-
be aj1as2 — asiare. Wyznacznik macierzy A oznaczamy symbolem det A =

ail a2 __ | a11 a2
det (31 azs ) = | aa1 ass |-

Podobnie okreslamy wyznacznik przeksztatcenia liniowego.
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Definicja 2.33. Wyznacznikiem przeksztalcenia liniowego F: R? — R? na-
zywamy liczbe det F £ det (m (F)).

7 przyktadu 2.31 wynika niezwykle uzyteczny wniosek:

Fakt 2.34. Dla dowolnej macierzy kwadratowej A, jesli det A # 0, to A jest
odwracalna.

Dowéd. Polézmy A = (¢Y) oraz X = (§1) 1Y = (§3). Niech det A # 0
Woéwcezas uktad
{axl + bxa = y1,

cxy + dxa = yo,

ma dokladnie jedno rozwiazanie, bo W = |2 5| = det A # 0. Zatem z defi-
nicji 2.30 macierz A jest odwracalna. |

Istnieje zatem macierz odwrotna do A, ktora teraz wyliczymy. Mamy

I
W.’L‘l - y2 d| - dyl by27
a
sz = L = —cy1 + ays.
c Y2

Korzystajac z wzoréw (1.14) otrzymujemy

Wa, Wa,
xr1 = W ) T2 = W )
skad
dy1 — by d —b
() = ol | =2 ) () - (% ) )
T2 —CY1L T aye ¢ 2 \» W\-c a)\y)’
w w W
d —b
gdzie ( z z ) jest macierzg odwrotng do A. Po uproszczeniu zapisu mamy
W W

1 d —b
X=A1Y = Y
det A (—c a)

OtrzymaliSmy w ten sposob wzor
1 d —=b
2. Al =
(28) det A <—C a)’

. . . b
pozwalajacy wyznaczy¢ macierz odwrotng do macierzy A = (a )

c d
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Fakt 2.35. Dla dowolnych macierzy kwadratowych tego samego stopnia A
i B mamy

det AB = det Adet B = det BA.

Dowdéd powyzszego faktu jest prostym rachunkiem, ktéry pozostawiamy
jako ¢éwiczenie.

7 faktow 2.34 oraz 2.35 wynika nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 2.36. Dowolna macierz kwadratowa A jest odwracalna wtedy
i tylko wtedy, gdy det A #£ 0.

Dowdéd. Dowdd jednej implikacji zostal juz przeprowadzony (patrz fakt
2.34). Wystarczy zatem udowodni¢ implikacje odwrotna (=).

Niech A bedzie macierzg odwracalng. Zatem zgodnie z definicja 2.26
istnieje macierz B taka, ze

AB = BA =1,
skad oraz z faktu 2.35 otrzymujemy
det Adet B =det AB =det BA=detl =1.

Wynika stad w szczegdlnosci, ze det A # 0. |

Modul wyznacznika macierzy ma nastepujaca interpretacje geometrycz-
na: dla danego przeksztalcenia liniowego Fs: R? — R?, odpowiadajacego
macierzy A, danego wzorem Fy(X) = AX, |det A| jest skalg, z jaka prze-
ksztalcenie liniowe F4 zmienia pola figur geometrycznych na plaszczyznie,
tzn. dla dowolnej figury U o polu || zachodzi réwnosé

(2.9) [Fa()] = |det A U]

Istotnie, rozwazmy kwadrat jednostkowy Z o wierzchotkach w punktach ($),($),(9)
oraz (1), czyli réwnoleglobok rozpiety przez wektory E; i Es. Jego obrazem przez
przeksztalcenie Fy jest oczywiscie réwnoleglobok F4(Z) rozpiety przez wektory
F4(E4) oraz Fu(E2). Jak wiadomo pole réwnolegloboku rozpietego przez dwa wek-
tory jest réwne wyznacznikowi tych wektoréw, zatem

|Fa(Z)| = |det (Fa(E1), Fa(E2))| = |det Fa| = |det 4] .

Podobnie jest w przypadku kwadratu o dltugosci boku réznej niz 1 a takze w przy-

padku kwadratu lezacego w innym miejscu plaszczyzny, czyli przesunigtego o dowol-

ny wektor. Dowdd tego faktu pozostawiamy jako ¢wiczenie. Aby obliczyé pole do-

wolnej ograniczonej figury geometrycznej U pokryjmy najpierw plaszczyzne siatka

Go kwadratéow jednostkowych Zy o bokach réwnoleglych do osi uktadu wspotrzed-
1

nych. Zauwazmy, ze biorac kwadraty Z,, o bokach diugoéci 5 (n € N) dostajemy

ciag siatek G, G1, ... taki, ze kazdy kwadrat Z,, siatki G,, zawiera 4 kwadraty Z, 11
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siatki Gp41, czyli |Z,,| = 4|Z,+1| (por. rys. 4). Nastepnie dla ustalonego n oznacz-
my przez X, zbiér kwadratow Z,, zawartych w U, za$ przez ),, — zbiér kwadratow
T., majacych niepusty przekrdj z U, tzn.

X,={T,CcR*:I,CU}
oraz
Vo ={Z, CR*: T, NU # 0}

Zauwazmy przy tym, ze dla ustalonego n moc zbioru X, jest nie wigksza niz moc
zbioru Y, tzn. card X,, < card)),. Dla ustalonego n oznaczmy przez s, sume pol

Rysunek 4

kwadratéw Z,, zawartych w U, a przez S, — sume poél kwadratéw Z,, majacych
niepusty przekroj z U. Wowcezas

Sn=Y_ |Tn| =|Tn|card &,

IneXy
oraz
Sn=>_ |Io| = |Tn| card Y.
Ln€Yn
Ponadto
Sn < |U| < S

Otrzymali$my w ten sposéb dwa ciagi. Nietrudno zauwazy¢, ze ciag (sn),cy jest
niemalejacy i ograniczony z gory przez |[U|, za$ ciag (Sp), oy — nierosnacy i ogra-
niczony z dotu przez |[U|. Zatem ze znanego z analizy matematycznej twierdzenial
ciagi (sn),en 1 (Sn)nen S2 zbiezne do skonczonych granic s oraz S odpowiednio.
Jedli s < S, to nie jesteSmy w stanie obliczyé |U|. Jezeli zas s = S, to oczywiscie
s=5=1U|.

1Ka2dy niemalejacy /nierosnacy ciag ograniczony z géry/dotu jest zbiezny do skonczonej
granicy.
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Dla dowolnej figury U o danym polu U], aby obliczyé |Fa(U)| wystarczy w po-
wyzszym rozumowaniu za Z,, wzia¢ Fa(Z, ). Wéwczas, na mocy udowodnionej weze-
$niej czedci, mamy

[Fa()] = [det A U]

Przyktad 2.37. Rozwazmy pole obszaru U ograniczonego elipsa (czyli krzy-
wa zamknieta o réwnaniu (%)2 + (%)2 =1, gdzie a,b > 0), tj. zbiér punktéw
2 2
(G @+ 1) <1},
Zauwazmy najpierw, ze elipsa powstaje z okregu o srodku w 0 i promie-
niu 1 (czyli okregu o réwnaniu 22 + y? = 1) przez przeksztalcenie liniowe

o macierzy (&9). Istotnie, niech punkt (§) nalezy do okregu o réwnaniu

2?2 + y?> = 1. Znajdziemy obraz punktu () przez przksztalcenie liniowe

o macierzy (&9). Mamy

(o) =@ G =5,

A\ 2
skad () = (y, ) Skoro (§ ) nalezy do okregu, to #2 +y% = 1, czyli (%) +

b
N 2 ’
(%) = 1. Zatem punkt (’yc,) spelnia réwnanie elipsy.
Jak wiadomo, pole kota o srodku w 0 i promieniu 1 wynosi 7. Stad

U| = |det (&9)| 7 = abr. [ |

Definicja 2.38. Méwimy, ze przeksztalcenie liniowe F': R? — R? zachowuje
orientacje, jesli dla dowolnej dodatnio (ujemnie) zorientowanej pary wekto-
réw U 1 V para wektorow F(U) oraz F(V) jest dodatnio (odpowiednio:
ujemnie) zorientowana.

Definicja 2.39. Méwimy, ze przeksztalcenie liniowe F': R2 — R? zmienia
orientacje, jedli dla dowolnej dodatnio (ujemnie) zorientowanej pary wek-
toréw U i V para wektorow F'(U) oraz F(V) jest ujemnie (odpowiednio:
dodatnio) zorientowana.

Fakt 2.40. Niech F:R? — R? bedzie przeksztalceniem liniowym. Wow-
czas F zachowuje (zmienia) orientacje wtedy i tylko wtedy, gdy det FF > 0
(det F' < 0 odpowiednio).

Dowéd. Niech F': R? — R? bedzie dowolnym przeksztalceniem liniowym
oraz niech U,V € R? beda dowolnymi liniowo niezaleznymi wektorami.

Zauwazmy, ze wyznacznik pary wektoréw F'(U) i F(V) jest réwny wy-
znacznikowi macierzy, ktorej kolumnami, pierwsza i druga, sa odpowiednio
wektory F\(U) oraz F(V'), czyli macierzy ( F(U) F(V)). Mamy dalej

(F(U) F(V)):(m(F)U m(F)V):m(F) (U v),
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gdzie (U v) jest macierza, ktorej pierwsza i druga kolumna sa odpowiednio
wektory U oraz V. Zatem

det (F(U), F(V)) = det (m (F) (U V)) = det (m (F))det (U V) =
= det F'det (U, V),
skad wprost wynika teza. |
Przyktad 2.41. Rozwazmy obrét Ry o kat 8 € R wokoét punktu 0. Przypo-
mnijmy, ze (zob. przyklad 2.13), m (Ry) = (Cosg _Sme). Mamy

sinf cos6

sinf cos6

det (m (Ryp)) = det (COSH *51“9) = cos?f +sin? 0 = 1,
czyli Ry zachowuje orientacje dla kazdego 6 € R. |
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Izometrie plaszczyzny

3.1. Izometrie

Definicja 3.1. Przeksztalcenie F: R? — R? nazywamy izometrig, jesli dla
kazdych X,Y € R? zachodzi |[F(X) — F(Y)| = | X = Y]

Przyktadami izometrii plaszczyzny sa w szczegdlnosci przeksztalcenie
tozsamosciowe, obrét, symetria (osiowa i §rodkowa) oraz translacja.

Fakt 3.2. Zlozenie dwich izometrii jest izometrig, tzn. dla dowolnych izo-
metrii F,G: R? — R?, przeksztalcenie F o G: R? — R? tez jest izometrig.

Dowéd. Niech F,G: R? — R? beda dowolnymi izometriami. Wowczas dla
dowolnych X,Y € R? mamy
[(F o G)(X) = (FoG)(Y)| = [[F(GX)) - F(GY)) =
=[GX) -Gl = X =Y. =
Fakt 3.3. Jesli przeksztatcenie F: R? — R? jest izometrig, to F' jest zloze-

niem pewnej izometrii F': R? — R?, zachowujgcej 0 (tzn. F'(0) = 0), oraz
translacji.

Dowéd. Niech F': R? — R? bedzie dowolna izometrig. Polézmy U = F(0)
oraz F' =T _ iy o F. Wéwezas

F'(0) = (T_y o F)(0) = T_yy (F(0) = T_yy (U) = U = U = 0.

TyoF =Tyo(T_yoF)=TyoT y)oF =IdoF=F. [ |
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Przyktad 3.4. Rozwazmy symetrie osiowa S; wzgledem prostej [ o réwna-

niu ogélnym z +y = 1. Oczywiscie S; ((3)) = (1). Wéwcezas S; = T(l) oF’,
1

gdzie F': R? — R? jest pewna izometria zachowujaca 0, tzn. F’'(0) = 0.
Ponadto, F' = T(_%) 0 .5;. Jak nietrudno zauwazy¢ (por. rys. 1(a)), F’ jest
symetrig osiowg wzgledem prostej I’ o réwnaniu ogélnym z +y = 0, czyli
F' = Sy. Oczywiscie (por. rys. 1(b)) dla dowolnego X = () € R? mamy
Sy ((y)) = <:g), wiec w szczegdlnosci Sy jest przeksztalceniem liniowym.
Ponadto

F(0) = 81 ((8)) = 0.

Symetri¢ osiowa S; mozemy teraz zapisa¢ jawnym wzorem

l

Yy Yy
14 1 4 1 Sy (X)
S (0) 1
— \ | — —
0 T 0 T
1 : 1
(a) (b)
Rysunek 1

= () +h=(2). m
Lemat 3.5. Niech F: R?> — R? bedzie przeksztalceniem zachowujgcym 0.
Wowczas F jest izometrig wtedy i tylko wtedy, gdy F zachowuje iloczyn
skalarny (tzn. dla dowolnych X,Y € R? zachodzi réwnosé (F(X),F(Y)) =
(X,Y)).

Dowéd. Niech F: R? — R? bedzie dowolnym przeksztalceniem zachowuja-
cym 0 oraz niech X,Y € R? beda dowolne.
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(=)

Zalézmy, ze F' jest izometria. Wowczas korzystajac ze wzoru polaryzacyjnego
i réwnosci réwnolegloboku (z twierdzen 1.9 oraz 1.8) mamy:

<F@%Fw»=10wuv+me”4wuv—Fwwﬂ=
— 2 (IF(X) + FOIP + [F(X) - FO)IP —2[[F(X) — FV)|]?) =
=2 (2(IFx H-HW(Mﬂ—zwmw—meﬂz

IFQOIP + IFX)? = [F(X) = FY)|P) =

\r—tw\r—t[\a\»—\[\’)\»—ﬂ%\}—‘ﬂk\

(
(IX 2+ Y1 = X - ¥IP) =
( IX +Y|*+ X - YH)—IIX—Y||2):

2
L IX+Y1P = X - Y)?) = (x.Y),
czyli F' zachowuje iloczyn skalarny.
(=)

Zalézmy, ze F' zachowuje iloczyn skalarny. Wtedy

IF(X) = F(Y)|* = (F(X) = F(Y), F(X) = F(Y)) =
= (F(X), F(X)) = (F(X), F(Y)) -
—(F(Y), F(X)) + (F(Y), F(Y)) =
= (X, X) —{(X,Y) — (¥, X) + (V,Y) = | X - Y|,

wigc F' jest izometria. |

Z lematu 3.5 wynika w szczegdlnodci, ze obrét wokét punktu 0 o dowolny
kat 6 oraz symetria osiowa wzgledem kazdej prostej przechodzacej przez
punkt 0 zachowuja iloczyn skalarny.

2. Klasyfikacja izometrii

Twierdzenie 3.6. Kazda izometria plaszczyzny zachowujgca 0 jest prze-
ksztalceniem lintowym.

Dowdéd. Niech F': R? — R? bedzie izometria zachowujacg 0. Zauwazmy, ze
dowolny okrag o srodku w zerze przechodzi przez F' sam na siebie. Wynika
stad w szczegdlnosci, ze F jest "ma" bo biorac wszystkie mozliwe okregi wy-
pelnimy cala plaszczyzne (z wyjatkiem zera ale wiemy, Ze zero jest w zbiorze
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wartosci F'). Najpierw pokazemy, ze F' jest addytywne. Poniewaz F' jest "na
dowolny punkt plaszczyzny mozemy zapisaé jako F(Z) dla pewnego Z.

(F(X+Y),F(2)=(X+Y,Z)=

(X
= (X, 2)+(V,2) =
= (F(X),F(2)) +(F(Y),F(2)) =
= (F(X)+ F(Y), F(Z))
Powyzsza réwnosé jest prawdziwa dla dowolnego punktu plaszczyzny F(Z),
w szczegblnosci dla wektoréw bazowych Fq i Es. Oznacza to, ze wspdirzedne
punktéw F(X +Y) i F(X)+ F(Y) sa réwne a zatem F(X +Y) = F(X) +
F(Y). Podobnie mozna pokazaé¢ jednorodno$¢ F:
(F(aX),F(2)) = {(aX, Z) =
=a(X,Z) =
= o (F(X), F(2)) =
= (aF(X), F(Z))
skad wnioskujemy, ze F(aX) = aF (X)

Kolejne twierdzenie to klasyfikacja izometrii liniowych.

Twierdzenie 3.7. Kazda izometria liniowa jest obrotem wokdt zera lub sy-
metrig osiowq wzgledem prostej przechodzgcej przez 0.

Dowéd. F' jest izometria wiec F(E;) i F(F2) maja dlugosé 1. Niech 6
oznacza kat o jaki nalezy obréci¢ Ej zeby otrzymaé F(Ej). F zachowuje
iloczyn skalarny a wiec F'(E7) i F'(Es) sa prostopadle. Sa tylko dwa wektory
prostopadle do F'(E}), jeden z nich to wektor Es obrécony o kat 6 a drugi
to minus pierwszy czyli Es obrécony o kat 6 + m. Kat miedzy Fs a F(FE3)
wynosi zatem 6 + 7 a jedli spojrzymy z drugiej strony, m — 6. W pierwszym
przypadku F' jest po prostu obrotem o 6. Przekonajmy sie, ze w drugim
przypadku F' to symetria wzgledem prostej przechodzacej przez zero, ktérej
wektorem kierunkowym jest Fq obrocony o g. Prosta te oznaczmy litera [.
Jest jasne, ze F(F1) to odbicie Fy wzgledem [. Moze budzi¢ watpliwosci czy
podobnie jest dla Ey i F((E2). Kat miedzy prosta | a Ey wynosi § — % (moze
by¢ ujemny!). A zatem kat miedzy E2 a jego odbiciem wzgledem [ jest dwa
razy wiekszy i wynosi m — . Zatem odbicie Fy wzgledem [ to F(FE32).

|
Fakt 3.8. Kazda symetria osiowa wzgledem prostej przechodzqcej przez punkt

0 jest ztozeniem symetrii wzgledem osi odcietych oraz obrotu wokdl punktu

0.
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Dowéd. Oczywiscie jedli [ jest prosta {tFy :t € R}, to S; =Sy = Ryo S,

Niech [ bedzie dowolng inng prosta. Wezmy 6 takie, ze [ = {Rg (tEy) : t € R}.
2
Zauwazmy (por. rys. 2(a)), ze wtedy dla kazdego X € | mamy
(RgoSy)(X)=X.

czyli przeksztalcenie Ryo S, jest izometrig zachowujaca prosta {. Upewnijmy
sie czy na pewno S; = Rgo S,.
Wezmy jakie$ liniowo niezalezne U, V € R2, np. niech U € {tFE; : t € R}

oraz V € {Rg (tEy) :t e ]R}. Wéwezas (por. rys. 2(b))
Si(U) =Ry (U) = Ro (S (U)) = (Bg 0 S)(V),
Si(V) =V = (RgoS)(V),

Poniewaz sprawdziliSmy réwnosé na dwoch liniowo niezaleznych wektorach,
mozemy wnioskowaé, ze S; = Rg o S, |

Rysunek 2

Whiosek 3.9. Kazda izometria zachowujaca zero jest obrotem lub zloze-
niem symetrii S, z obrotem.

Przypomnijmy (zob. przyktad 2.13), ze macierz obrotu ma posta¢ m (Ry) =
(gfﬁg i ) a macierz symetrii S, (zob. przyklad 2.21) m (S;) = (3 %).
Przy dowodzie kolejnego faktu potrzebna nam bedzie macierz symetrii wzgle-

dem prostej przechodzacej przez 0 i przecinajacej o$ odcietych pod katem
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N

m(Sz):m(Reosz):m(Re)m(Sac):(COSH ‘SM) (3 _01>:

sinf cosf
_ [cos@  sinf
" \sinf@ —cosf/"’

7 twierdzenia 2.48 wiemy, ze kazda izometria liniowa to albo obrét albo
symetria. Udowodnimy teraz fakt pozwalajacy szybko ustali¢ z jaka izome-
tria mamy do czynienia.

Fakt 3.10. Niech przeksztalcenie liniowe F: R? — R? bedzie izometrig.
Wowczas F jest obrotem wtedy i tylko wtedy, gdy det ' > 0. Jesli det F' < 0
to F' jest symetriq.

Dowdéd. Niech przeksztalcenie liniowe F': R? — R? bedzie izometria. Jak
wiadomo F' jest postaci Ry lub Ry o S;. Zgodnie z faktem 3.8 zachodzi
réwnosé S; = Ry o S;. Ponadto mamy

m (Ry) = <0039 s1n9> ’

sinf cos@

cos@ sin6
m (5)) = (sin& —cos «9) ’
skad
det Rg =1,
det S; = —1. |

7 faktu 3.10 wynika, ze jedli przeksztalcenie liniowe F': R?2 — R? jest
izometria, to |det F'| = 1. Zauwazmy przy tym, iz implikacja odwrotna nie
jest prawdziwa.

Definicja 3.11. Macierzq transponowang (przestawiong) nazywamy ma-
cierz AT, powstala z danej macierzy A poprzez zastapienie wierszy kolum-
nami, a kolumn wierszami, tzn. jedli A = (21! 312) to AT = (411 921,

Fakt 3.12. Niech Maxo(R) 5 A = (k! gi2) bedzie macierzq przeksztalcenia
liniowego F: R? — R2. Wéwczas nastepujgce warunki sq réwnowazine
(1) A jest macierzq izometrii liniowej.

(2) Kolumny A sq prostopadle i majg diugosé 1, tzn. ((git),(a:2)) =0
oraz || ()l = (a2l = 1.

(3) ATA=1.
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(4) Wiersze A sq prostopadle i majq dlugosé 1, tzn. ((gl1),(a22)) =0

oraz ||(a )| = (a3l = 1.
(5) AAT =1.
(6) A= (gfﬁg _Cgisnge) lub A = (gfsg fi(%g@) dla pewnego 6 € R.
Dowéd.
(1) = (2)

Zalézmy, ze A jest macierza izometrii liniowej F': R? — R?. Oczywicie
kolumnami A, pierwsza i druga, sa odpowiednio wektory F'(Ey) oraz F(E>),
tzn. A = ( F(E1) F(E2) ). Ponadto

IF(ED[ = | Ev]l = 1 oraz [[F(Ez)|| = [|Eaf| = 1.
Na mocy lematu 3.5 zachodzi natomiast réwnosé
(F(En), F(E3)) = (Ev, Ea) = 0.
(2) = (3)

Zalézmy, ze kolumny A sa prostopadle i maja dtugosé 1, wiec ajiaiz +
agrase = 0 oraz a3y + a3; = aly + a3y = 1. Wéwezas

2 2
AT A= (@1 ax ail a2\ aji + ay a11a12 + az1a22\
— — 5 5 —
a2 a2 a1 a2 a11a12 + ag1a92 afo + a3q

3) = )

Zatézmy, ze ATA = I. Wynika (na mocy faktu 2.35 oraz twierdzenia 2.36)
stad w szczegdlnodci, ze macierze AT oraz A sg nieosobliwe. Istnieje zatem
macierz A~'. Wtedy AT = A1, skad

AAT = AA =1L

(5) = (4)

Zalozmy, ze AAT = 1. Wowczas
2 2
AAT — (@11 a1z (ain a1 _ afy +ajy aji1a21 + ajpa2)
— — 5 5 —
a1 a2/ \aiz2 a2 a11621 + @12022 az + asg

)
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skad
aiiazi + aiza22 = 0, tzn. ((a13), (a2 )) = 0;
af; +afy =1, wiee [[(83)]| = 1;
2 2 .
az +azy =1, wiee [|(a3;)| = 1.
(4) = (6)

Zalézmy, ze wiersze A sa prostopadte i maja dhugosé 1, wiec aj1a21+a12a00 =
0 oraz a2, +a?y = a3, + a3, = 1. Wéwezas istnieje § € R taka, ze a3 = cos 6
oraz ais = sinf. Z réwnosci aj1a21 + a12a22 = 0 mamy natomiast

ao1 cos B 4 agg sinf = 0,
skad
ag1 = C'sin @ oraz agse = —C cos 6

lub

as1 = —Csinf i aze = Ccos b,

gdzie C' € R. Ale poniewaz wiersze majg mie¢ dlugosé 1 wiec C' = 1, zatem
odpowiednio

cos@ sinf
A= (sinﬁ —cosH)

[ cos@® sinf)\ [cos(—0) —sin(—0)
A= (— sin 6 c059> N <sin (—0)  cos(—0) ) ’

lub

(6) = (1)

Niech A = (36589 lub A = (2§ =in?)) dla pewnego 0 € R. Wow-
czas odpowiednio A = m (Ry) lub A = m (Rpo S;) = m(S;), gdzie [ jest
prosta przecinajaca o$ odcietych w punkcie 0 pod katem %. Zatem w obu

przypadkach A jest macierza izometrii liniowej. |

7 faktu 3.12 wynika nastepujacy, bardzo przydatny wniosek

Whiosek 3.13. Jesli A € Maya(R) jest macierza izometrii, to A jest od-
wracalna oraz A~1 = AT,



Rozdziat 4

Diagonalizacja

4.1. Wektory i wartosci wlasne

Definicja 4.1. Niezerowy wektor U € R? nazywamy wektorem wilasnym
macierzy A (przeksztalcenia liniowego F') , jesli istnieje A € R taka, ze

AU = XU (F(U) = AU odpowiednio).

Definicja 4.2. Jedli dla A € R istnieje niezerowy wektor U € R? taki, ze
AU = XU (F(U) = AU), to X\ nazywamy wartoécia wlasna macierzy A
(odpowiednio: przeksztalcenia liniowego F).

Fakt 4.3. Jesli A1, Ao € R, A1 # Ao, sq wartosciami wilasnymi macierzy A,
za$ Uy, Uy € R? — odpowiadajgcymi im wektorami wlasnymi, to Uy i Uy sq
lintowo niezalezne.

Dowdéd. Niech A, Ao € R, A1 # Ao, beda wartosSciami wlasnymi macierzy
A, za$ Uy, Uy € R? — odpowiadajgcymi im wektorami wtasnymi. Przypu-
$émy, ze Uy i Us sa liniowo zalezne, tzn. istnieje o € R taka, ze U = alU,
lub istnieje 8 € R taka, ze Uy = pBU;. Zalézmy zatem, ze np. Uy = als.
Woéwezas

)\1U1 = AUl = A(OéUQ) = OZAUQ = Oé)\QUQ = )\2(0(U2) = )\2U1,
skad (A1 — A\2)U; = 0, wiec A\; = Mg, co jest niemozliwe, bo zalozylismy, ze

A1 # Ag. Otrzymana sprzecznosé konczy dowdd. |

Definicja 4.4. Sladem macierzy kwadratowej A nazywamy sume wyrazéw
na gltownej przekatnej. Slad macierzy A oznaczamy symbolem tr A.

Fakt 4.5. Dla dowolnych macierzy kwadratowych tego samego stopnia A
i B mamy
tr AB = tr BA.



48 4. Diagonalizacja

Dowdd powyzszego faktu jest prostym rachunkiem, ktory pozostawiamy
jako éwiczenie.

Definicja 4.6. Wielomianem charakterystycznym macierzy kwadratowej
A = (git ai2) (przeksztalcenia liniowego F') nazywamy wielomian x4: R —
R (odpowiednio: xp: R — R) dany wzorem

df a1 — T a2
=det (A — z]) = det
XA ((IJ) € ( x) © ( a1 a22—.%'>

(odpowiednio: xr () & det (F — z1d)).

Zauwazmy, ze dla dowolnej macierzy kwadratowej stopnia 2 zachodzi
réwnosé
(4.1) xa(x) =2% —tr Az + det A.

Istotnie, ktadac A = (g3l ga2 ) mamy

Xa (@) = det ("7 142, ) = (a1 = 7) (az2 — 7) — aziarz =

2
= 2" — (a11 + a2) x + ai1az — aziais.

Fakt 4.7. Liczba rzeczywista \ jest warto$cig wlasng macierzy A (prze-
ksztalcenia liniowego F) wtedy i tylko wtedy, gdy \ jest pierwiatkiem x4
(odpowiednio: xr ).

Dowdd.
(=)

Zalézmy, ze A € R jest wartoscia wlasna macierzy A. Wéwczas (na mocy
definicji 4.2) istnieje niezerowy wektor U € R? taki, ze AU = AU, tzn.
(A= AD)U = 0.

Poniewaz przeksztatcenie A— Al posyta niezerowy wektor U w zero, nie moze
by¢ odwracalne, tzn.

det (A— M) =0
czyli A jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego macierzy A.
(=)
Zalézmy, ze A € R jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego ma-
cierzy A, tzn x4 (A) = 0. Czyli zachodzi réwnosé

det (A — AI) =0,

co oznacza, ze macierz (A — Al) nie jest odwracalna. Zatem dla dowolnego
Y € R?, uklad
(A-XN)X =Y
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ma wiecej niz jedno rozwiazanie. W szczegédlnosci gdy Y = 0, uklad
(A= AD)X =0
nie ma jedynego rozwiazania. Zalézmy wiec, ze V,W € R%, V # W, sa
rozwigzaniami powyzszego ukladu. Zatem
(A= A)V =0,
(A= XD)W =0,

skad (A — AI)(V — W) = 0. Oznaczajac U =V — W (zauwazmy przy tym,
ze U # 0) mamy (A — A[)U = 0, tzn.

AU = MU,

czyli A € R jest wartoscia wlasng macierzy A. |

Zauwazmy, iz z faktu 4.7 wynika w szczegdlnosci, ze macierz A rozmiaru
2 X 2 ma co najwyzej dwie wartosci wlasne, bo stopien wielomianu y 4 jest
réwny 2.

Przyktad 4.8. Rozwazmy macierz A = (# 7). Znajdziemy jej wartosci oraz

wektory wtasne. Obliczmy najpierw wielomian charakterystyczny macierzy
A. Mamy

XA (x) = det (A — 2l) = ‘2?’” 10

—x

=(2—z)(1—2x).
Zauwazmy, ze pierwiastkami x4 sa 1 oraz 2, wiec na mocy faktu 4.7 liczby
11 2 sg wartoSciami wlasnymi macierzy A.

Wyliczymy teraz wektory wlasne macierzy A. Rozpatrzmy uktad réw-
nan AX = X. Oczywiscie rozwigzaniem tego uktadu jest rodzina wektoréw
wtasnych odpowiadajgcych wartosci wtasnej 1. Mamy

2x = x,
T+y=1y,

x =0,
y=1y,

wiee X = t(9), gdzie t € R. Stad wektorem wlasnym odpowiadajacym
wartosci wlasnej 1 jest np. U = (9).

skad otrzymujemy

Postepujac analogicznie w przypadku wartosci wlasnej 2, otrzymujemy

rodzine wektoréw wlasnych {t (1) :t € R}, skad wektorem wlasnym odpo-

wiadajacym wartosci wlasnej 2 jest np. V = (1). |
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Twierdzenie 4.9. Niech Uy, Us € R? bedg liniowo niezaleinymi wektorami
wlasnymi macierzy A, a A1, A2 € R — odpowiadajgcymi im wartosciami
wlasnymi. Woéwczas macierz A mozna przedstawié¢ w postaci A = PDP™!,
gdzie D = ()E)l >?2> a P jest macierzq, ktorej kolumnamsi, pierwszq i drugg,
sq odpowiednio wektory Uy oraz Us, tzn. P = (U1 Uy ).

Dowdéd. Niech Uy, U € R? bedg liniowo niezaleznymi wektorami wlasnymi
macierzy A, a A1, A2 € R — odpowiadajacymi im wartosciami wlasnymi.
Zauwazmy, ze

PE, = Uy,
PEy = Uy,
skad
B, = P7'Uy,
Ey = P tU,.

Niech D = (Aol >?2 ) Wobwczas

PDP~'U, = PDE, = P (Aol £2> (é) =P <A01> = P(\E) =
= M\ (PE;) = MUy
Podobnie otrzymujemy réwnosé
PDP U, = MU,

Z drugiej strony (zgodnie z definicja 4.1, wzglednie 4.2) mamy

AUy = MUy,
AUy = AoUs.
Zatem
AU, = PDP™ 'y,
{AU2 = PDP Uy,
a skoro wektory Uy oraz U, sg liniowo niezalezne, to A = PDP~! |

Definicja 4.10. Macierz kwadratowa A nazywamy diagonalng, jesli wszyst-
kie wyrazy macierzy A lezace poza gtéwna przekatng sa réwne 0.

Definicja 4.11. Macierz kwadratowa A nazywamy diagonalizowalng, jesli
istnieje odwracalna macierz P oraz diagonalna macierz D, dla ktérych A =
PDP~!.
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Twierdzenie 4.9 jest niezwykle przydatne przy obliczaniu poteg macierzy
kwadratowych. Dla danej macierzy diagonalizowalnej A nietrudno spraw-
dzié, ze dla kazdego n € N\ {0} zachodzi réwnosé

(4.2) A" = (PpP™)" = PD"PL.

Jesli D = ()E)l /\02>, gdzie A1, A2 € R, to dla dowolnego n € N\ {0} mamy

n_ (A1 0
- oo (3 8).

Istotnie, sprawdzmy warunek poczatkowy dla n = 1. Mamy

(A0 (a0
D‘(o A§_0A2_D'

Zalézmy teraz, ze réwnosé (4.3) jest prawdziwa dla n > 1. Pokazemy, ze
prawdziwa jest takze réwnosé

>\n+1 0
Dt = [ :
( 0 Aptt
Mamy

z zalozenia n n+1
n+l _ n indukcyjnego Al 0 )\1 0 _ Al 0
b —DD7<0 Ag)(() )T\ o artt)

skad wnioskujemy, ze réwnosé¢ (4.3) zachodzi dla kazdego n € N\ {0}.

4.2. Baza wektoréw wlasnych

Rozwazmy liniowo niezalezne wektory wlasne U, V € R? macierzy A pewne-
go przeksztalcenia liniowego F': R? — R2. Wéwczas dowolny wektor X € R?
mozna zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej wektoréow U i V', tzn.

(4.4) X =uU +0V,

gdzie u,v € R. Jest jasne, ze zbiér B = {U,V} jest baza przestrzeni RZ.

Zauwazmy, ze funkcje
(4.5) RS R, fi(X) =
. for R? 5 R, fo(X) =

zadaja nowy uktad wspoélrzednych na plaszczyznie. Wspélrzednymi wektora
X w bazie B (w ukladzie wspotrzednych zadanym przez funkcje fi oraz fa)
sa, odpowiednio pierwsza i druga, liczby u oraz v, co zapisujemy jako

(4.6) X]p = (“)
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lub, jesli nie prowadzi to do nieporozumien,

(4.7) [X] = (:}‘) .

Nawiasy kwadratowe bedziemy stosowali celem odréznienia od standardo-
wego ukladu wspdlrzednych (tj. wyznaczonego przez wektory Fy i E3).

W uktadzie wspélrzednych zadanym przez funkcje f1 oraz fo (tzn. w ba-
zie wektorow wlasnych) przeksztalceniu F' odpowiada macierz diagonalna.
Istotnie,

F([X]g) = FuU +vV) =uF(U) +vF (V) = ulU + vuV =

S b R G 6]

gdzie A, u € R sa wartosciami wlasnymi przeksztalcenia F'. Ponadto, wspél-
rzedne w ukladzie zadanym przez funkcje f; oraz fo sa zwigzane ze wspol-
rzednymi w standardowym ukladzie réwnaniami

(4.9) X =P[X]y, [X]=P'X,
tzn.

wo ()@ ()

gdzie P jest macierza, ktérej kolumnami, pierwsza i druga, sa odpowiednio
wektory U oraz V', tzn. P = (U v ). Macierz P nazywa si¢ macierzq przejscia
(z bazy B do standardowej bazy &, czyli z uktadu wspéhrzednych zadanego
przez funkcje f1 oraz fo do standardowego uktadu wspélrzednych).

Przyktad 4.12. Powr6¢my do przyktadu 4.8 i rozwazmy macierz A = (2 9)
przeksztalcenia liniowego F': R? — R2. Przypomnijmy, ze warto$ciami wla-
snymi macierzy A sg 1 oraz 2, zas odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi
— odpowiednio U = (9) i V = (}). Wiadomo, ze w bazie B wektoréw wla-
snych przeksztalcenie F zadane jest macierza diagonalng D = (}9). Ma-
cierza przejscia z bazy wektorow wiasnych B do bazy standardowej £ jest
macierz P = (91). Zatem (3) = P (%) = (44v), tzn.

T =,
y=u-+w,

Uu=y—u,
v=uz,

skad
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czyli (%) = P71 (y), gdzie P~ = ('}). Oczywiscie macierz A mozna
przedstawi¢ w postaci A = PDP~!.

Znajdziemy teraz obraz punktu [X]z = (3) przez przeksztalcenie liniowe
F, ktéremu w standardowym uktadzie wspétrzednych odpowiada macierz A.
Mamy

AX =PDPT'X =PD[X]z =YD (D=0 @) =({). =

4.3. Rozklad Jordana

Nie kazda macierz jest diagonalizowalna. Okazuje si¢ jednak, ze jesli da-
na macierz nie jest diagonalizowalna, mozna ja przedstawié¢ w tzw. postaci
Jordana, o czym méwi twierdzenie 4.14.

Lemat 4.13. Niech A\ bedzie podwéjnym pierwiastkiem wielomianu charak-
terystycznego niezerowej macierzy A # A, tzn. xa (x) = (x — \)2. Wouw-
czas istniejg liniowo niezaleine wektory U ¢ W takie, Ze AU = AU oraz
AW =U + \W.

Dowéd. Niech A bedzie podwéjnym pierwiastkiem wielomianu charakte-
rystycznego niezerowego przeksztalcenia liniowego F' # Ald, tzn. xr (z) =
(x — X)2. Na mocy faktu 4.7 ) jest jedyna wartoscia whasna przeksztatcenia
liniowego F'. Niech V' bedzie wektorem wtasnym odpowiadajacym wartosci
wlasnej A, za§ W — dowolnym wektorem liniowo niezaleznym z V. Wéwczas
wektor F'(WW) mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wektoréw V'
oraz W, tzn. istnieja liczby rzeczywiste o i 8 takie, ze

F(W)=aV + pW.
Rozwazmy najpierw przypadek A # 0. Zauwazmy, ze
xr (z) = 22 — 2X + A2,

skad det F' = \? > 0, wiec zgodnie z faktem 2.40 przeksztalcenie F' zacho-
wuje orientacje. A zatem

det (V, W) det (F(V), F(W)) > 0.

Co wiecej
det (F(V), F(W)) = A*det (V, W),
czyli
det (A\V,aV + W) = A? det (V, W),
skad

MG det (V, W) = A2 det (V, W),
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a zatem, poniewaz det (V, W) # 0, f = A.

Gdy A =0, to z liniowosci przeksztalcenia F' mamy
F(F(W))=F(aV 4+ W) =aF(V)+ BF(W) = 38F(W).

Poniewaz 0 jest jedyna wartoscia wtasng przeksztalcenia F, wiec z powyzszej
réwnosci wynika, ze § = 0 lub F(W) = 0. Skoro W byl dowolnym wekto-
rem liniowo niezaleznym z V', wiec gdyby zachodzil warunek F(W) = 0,
to F' byloby przeksztalceniem zerowym, co prowadzitoby do sprzecznosci
z zalozeniem o niezerowodci przeksztalcenia F'. Zatem g = 0, czyli 5 = A.

Zauwazmy, ze dla dowolnego R 3 « # 0, wektor aV jest réwniez wek-
torem wlasnym przeksztalcenia liniowego F. Kladac zatem U = aV (ten
wektor jest niezerowy bo gdyby « byla zerem, przeksztalcenie F' byloby
réwne Ald), mamy teze. |

Twierdzenie 4.14. Niech A\ € R bedzie jedyng wartoscig wlasng niezerowej
macierzy A # M. Wowczas istnieje odwracalna macierz P taka, Ze macierz
A mozna przedstawi¢ w postaci A = PJP™!, gdzie J = () }).

Dowdéd. Niech A € R bedzie jedyna wartoscia wlasna niezerowej macierzy
A # Al Na mocy lematu 4.13 istnieja liniowo niezalezne wektory U i W
takie, ze AU = AU oraz AW = U + AW. Polézmy P = (U w). Oczywiscie
P jest odwracalna, bo wektory U i W sa liniowo niezalezne. Zauwazmy, ze

PE, =U,
PEy, =W,
skad
E, =P'U,
Ey =P 'w

Polézmy J = (3 1). Wowczas

PJP'U=PJE =P <g i) (é) =P (3) = P(\E)) =

= A(PEy) = \U.

Podobnie

e )0 )
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7 drugiej strony, na mocy lematu 4.13 mamy
AU = \U,
AW =U + \W.

Zatem
{ AU = PJP~ U,

AW = PJP~'W,

a skoro, zgodnie z lematem 4.13, wektory U oraz W sa liniowo niezalezne,
to A= PJP7L. |

Definicja 4.15. Macierz J w twierdzeniu 4.14 nazywamy macierzqg Jordana.

Definicja 4.16. Rozkladem Jordana macierzy kwadratowej A nazywamy
przedstawienie macierzy A w postaci PJP~!, gdzie P jest macierza odwra-
calna, zas J — macierza Jordana.

Podobnie jak twierdzenie 4.9, twierdzenie 4.14 jest niezwykle przydatne
przy obliczaniu poteg macierzy kwadratowych. Dla danej macierzy macierzy
A, dla ktorej istnieje rozktad Jordana, nietrudno sprawdzié, ze dla kazdego
n € N\ {0} zachodzi réwnosé

(4.11) A" = (pjp) = PP
Jedli J = (3 1), gdzie A € R, to dla dowolnego n € N'\ {0} mamy

N DT L
o )

Istotnie, sprawdzmy warunek poczatkowy dla n = 1. Mamy

(A A0 1)
J‘(ox‘ox“]'

Zalézmy teraz, ze réwnosé (4.12) jest prawdziwa dla n > 1. Pokazemy, ze
prawdziwa jest takze réwnosé

Jntl (Wl (n+ w)

0 )\nJrl
Mamy
z zalozenia n n—1 n+1 n n
n+l _ 1n indukcyjnego )\ TL)\ )\ 1 . )\ )\ +TL)\ -
=0 (0 A")(O)\_ 0 DA
AL (4 1)Am
= 0 )\n+1 )

skad wnioskujemy, ze réwnosé¢ (4.12) zachodzi dla kazdego n € N\ {0}.






Rozdziat 5

Krzywe drugiego
stopnia

5.1. Formy kwadratowe

Definicja 5.1. Funkcje Q: R? — R postaci Q(X) = az? +2bxy + cy?, gdzie
X = (y) oraz a,b,c € R, nazywamy formg kwadratowg dwéch zmiennych.

Zauwazmy przy tym, ze Q(X) = (AX,X), gdzie A = (gg) Macierz A
nazywamy macierzq formy kwadratowej @, tzn. m (Q) = A. Pojecie macierzy
formy kwadratowej okreéla nastepujaca

Definicja 5.2. Macierzq formy kwadratowej @ nazywamy dowolna macierz
symetryczna! m (Q) taka, ze dla kazdego wektora X € R? zachodzi réwnosé
Q(X) = (m(Q) X, X) lub réwnowaznie Q(X) = X 'm (Q) X.

Rozwazmy macierz A formy kwadratowej () oraz odwracalng macierz
P, zadajaca nowy uklad wspélrzednych [X| = PX. Powstaje pytanie, jaka
posta¢ ma macierz A w nowym ukladzie wspoétrzednych? Mamy

(5.1) Q(X)=XTAX = (P! [X])TAJT1 (X]=[x]" (P*l)TAP*1 [X].

Zatem macierz (Pil)T AP~ jest macierza formy kwadratowej Q w nowym
uktadzie wspétrzednych. Okazuje sie, ze macierz ta réwniez jest symetrycz-
na. Istotnie,

62 (P ar ) = (P ar((p)T) = (p) T art

WMacierz kwadratowa A nazywamy symetryczng, jesli A = AT,



58 5. Krzywe drugiego stopnia

Lemat 5.3. Niech A bedzie dowolng macierzqg. Wowczas dla dowolnych wek-
torow X 1Y takich, ze operacje AX oraz ATY majq sens, zachodzi réwnosé

(5.3) (AX,Y) = <X, ATY> .

Dowéd powyzszego lematu pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Twierdzenie 5.4. Niech A bedzie macierzqg symetryczng. Wowczas istniejg
wektory wlasne U iV macierzy A takie, ze |U| = ||V =1 oraz (U,V) = 0.
Ponadto, A = PDP™', gdzie P jest macierzq izometrii, a D — macierzg
diagonalng.

Dowdd. Niech A = (¢ %). Obliczmy wielomian charakterystyczny macierzy
A. Mamy

a—x b

xa () =det (A —zl) = b e

= (z —a)(z —c) - V°.

Wyréznik x4 jest réwny (a — c)? + 4b%, wiec x4 ma co najmniej jeden pier-
wiastek rzeczywisty. Mozliwe sa dwa przypadki
(1) x4 ma jeden pierwiastek podwdjny.
(2) x4 ma dwa rézne pierwiastki A, u € R.
Przypadek (1) zachodzi dokladnie wtedy, gdy a = ¢ oraz b = 0. Niech

A € R bedzie pierwiastkiem y4. Wéwezas A = a, skad A = (3 (). Kladac
D = A1i P =1oraz przyjmujac U = E; i V = E; mamy teze.

Rozpatrzmy przypadek (2). Niech A\, u € R, X\ # u, beda pierwiastkami
XxA-. Poniewaz \ oraz p sa warto$ciami wlasnymi macierzy A, wiec istnieja
odpowiadajace im wektory witasne U oraz V. Zauwazmy przy tym, ze U i V
s liniowo niezalezne, bo A # u. Co wigcej U oraz V mozna dobraé tak, by
|U|| = ||V]| = 1. Ponadto

MU VY = (AU, V) = (AU, V) = (U, ATV ) = (U, AV) = (U, V) =

=u(U,V),
gdzie rownosé oznaczona symbolem x wynika z lematu 5.3. Stad

(A=) (U, V) =0,

wiec (U, V) =0, bo A # u. Kladac D = (6‘2) oraz P = (U v), ktéra na
mocy faktu 3.12 jest macierzg izometrii, mamy teze. |

Rozwazmy macierz A formy kwadratowej (). Oczywiscie A jest syme-
tryczna, zatem na mocy twierdzenia 5.4 istnieja macierz izometrii P oraz
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macierz diagonalna D takie, ze A = PDP~!. Poniewaz P jest macierza
izometrii, wiegc P~! = PT (zgodnie z wnioskiem 3.13). Wéwczas

-1
QX)=XTAX = XTPDP'X = X" (P7!)  DP'X =
(5.4) - T
=xT(P7") pP7'X = (P'X) D(P7'X).

Niech X = (j) oraz [X]| = (Z: ) Wtedy [X] = P71X jest prostkokat-
nym uktadem wspétrzednych, zadanym przez macierz P~1. Z réwnosci (5.4)
otrzymujemy

/ T /
QXD = () p(%),
co oznacza, iz D jest macierza formy kwadratowej () w ukltadzie wspdlrzed-
nych zadanym przez macierz P~!. Ponadto wiedzac, ze D = (())‘ 2) mamy

2 2
(5.5) QUXN =A ()" +n)"
Wyrazenie po prawej stronie réwnosci (5.5) nazywamy postacig kanoniczng
formy kwadratowej Q.

5.2. Krzywe drugiego stopnia

Krzywymi drugiego stopnia nazywamy krzywe zadane réwnaniem postaci
(5.6) az? + 2bzy + cy® + 2dx + 2ey + f =0,
gdzie a,b, c,d, e, f € R, przy czym a?+b*+c? > 0. Wyrazy ax?, 2bxy, cy? na-
zywamy wyrazami kwadratowymsi, wyrazy 2dx,2ey — wyrazami liniowymi,
za$ f — wyrazem wolnym.
Przyktad 5.5. Okrgg o $rodku w punkcie () i promieniu r > 0 jest
zamkniety krzywa drugiego stopnia o réwnaniu

( —20)* + (y —y0)* = r*. u

Przyktad 5.6. Elipsa o $srodku w punkcie (3] ) jest zamknieta krzywa dru-
giego stopnia o réwnaniu

(z—x0)? + (y*bgo)2 =1,

a2
gdzie a oraz b sa pewnymi niezerowymi stalymi (por. rys. 1). Przypomnijmy,
ze (zob. przyklad 2.37) elipsa o srodku w 0 jest obrazem okregu o §rodku w 0
i promieniu 1 (czyli okregu o réwnaniu z2 + y? = 1) przez przeksztalcenie

liniowe o macierzy (29). [ |

Przyktad 5.7. Hiperbola o $rodku w punkcie (30) jest krzywa drugiego
stopnia o réwnaniu

(@=20)? _ (y=p0)® _ 4
a b2 -

gdzie a oraz b sa pewnymi niezerowymi stalymi (por. rys. 2). [ |
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() a
0\// x

Rysunek 1

Rysunek 2

Przyklad 5.8. Parabola o wierzchotku w punkcie (35 ) jest krzywa drugiego
stopnia o réwnaniu

a(z — 0)* = (y — yo) = 0,
gdzie R 5 a # 0 (por. rys. 3). [ |

Postaramy sie teraz dobraé¢ prostokatny uktad wspétrzednych tak, aby
mozliwie uprosci¢ réwnanie (5.6).

Przypomnijmy (zob. str. 51), ze liniowy uklad wspélrzednych zadany
jest przez pare liniowo niezaleznych wektoréw U,V € R%. Wtedy dowolny
wektor X € R? mozna zapisaé¢ w postaci kombinacji liniowej wektoréw U
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Yy
0
\\\ﬂ//// T
(%)
Rysunek 3
iV, tzn.
(5.7) X =uU +V,

gdzie u,v € R sa wspolrzednymi X, odpowiednio pierwsza i druga, w ukta-
dzie wspoélrzednych wyznaczonym przez liniowo niezalezne wektory U i V.
Uktad taki nazywamy prostokgtnym, jesli U L V oraz |U|| = ||V = 1.

Zauwazmy, ze kazdy prostokatny uktad wspélrzednych powstaje z ukta-
du standardowego przez pewng izometrie. Istotnie, macierz, ktéra prze-
ksztalca wektory E71 i Fo w wektory U i V odpowiednio, to po prostu
macierz (U, V), ktérej kolumnami sa U i V. Kolumny te sa prostopadle i
maja dtugos$é 1 wiec jest to macierz izometrii.

Zajmijmy sie najpierw usunieciem wyrazéw liniowych z réwnania (5.6).
Niech

/
r=x+g,
(5.5) { ,
y =y+h,
gdzie g, h € R. Uklad (5.8) mozna zapisa¢ w postaci
/
r=1x —g,
(59) { .
y=y —h,

skad, wstawiajac = oraz y do (5.6), otrzymujemy po przeksztalceniu réwna-
nie

(5.10) a (SU/)2 +2b2’y + ¢ (y/)2 —2(ag +bh — d)x’ — 2(bg + ch — e)y'+
+ ag® + ch?® + 2(bgh — dg — eh) + f = 0.
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Dobierzmy ¢ oraz h tak, by réwnanie (5.6) we wspo6lrzednych 2/ i ¢’ nie
mialo wyrazéw liniowych, to znaczy, zgodnie z (5.10), aby
(5.11) (ag + bh — d)z' + (bg + ch — e)y’ = 0.

Aby réwnoséé (5.11) byla spelniona dla wszystkich 2/,y’ € R, nalezy tak
dobraé g oraz h, by

“ 19 ag + bh = d,
(5-12) bg + ch = e.
Zauwazmy, ze jedli |¢ 5| # 0, to uklad (5.12) ma jedyne rozwigzanie postaci
cd — be ae — bd
5.13 = = h=— "
(5.13) I= a2 ac — b2

Wéwezas réwnanie krzywej (5.6) w prostokatnym uktadzie wspélrzednych
(gy”;) = (y) — (1) przyjmuje postaé

(5.14) a(x/)2+2()x’y'+c(y/)2+f:0,

gdzie f = ag?® + ch? + 2(bgh — dg — eh) + f.

Niech @ bedzie formg kwadratowa o macierzy m (Q) = (¢?), przy czym
| 3 Ié‘ # 0. Wowczas réwnanie krzywej (5.6) w prostokatnym ukladzie wspét-
rzednych (i;) = (y) — (1), gdzie g oraz h sa postaci (5.13), przyjmuje
postaé

(5.15) QX'+ f=0,

gdzie X' = (zf) Na mocy réwnosci (5.5) otrzymujemy zatem, ze réwnanie
krzywej (5.6) w pewnym prostokatnym ukladzie wspolrzednych przyjmuje
postaé

(5.16) A" + () +f=o0.
Réwnanie (5.16) nazywamy postacig kanoniczng réwnania (5.6).

Przyklad 5.9. Rozwazmy krzywa dana réwnaniem z? 4+ /3zy — 3 = 0.
Réwanie tej krzywej mozna napisa¢ w postaci Q(X)—3 = 0, gdzie X = (3 ),

V3
1 ~ =
za$ (@ jest forma kwadratowg o macierzy A = < 3 2 )
X2 0
2
Jak nietrudno sprawdzié, wartosciami wlasnymi macierzy A sg liczby
1 V3
—% i %, za$ np. U = ( 3/3) oraz V = < i ) — odpowiadajacymi im
72 2

|
[N
Njw o

wektorami wlasnymi. Zatem A = PDP~! gdzie D = oraz P =

(57)

M‘Sw\r—t

(™)

NN
=Sy
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Roéwnanie tej krzywej mozna zapisa¢ w postaci kanonicznej
@+ -3 =0,
lub réwnowaznie
(z')? w)? _ _q

62 (V2)?
A zatem krzywa dana réwnaniem 2 + /3zy — 3 = 0 jest hiperbola. ]
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Liczby zespolone

6.1. Wstep

Definicja 6.1. Zbiorem liczb zespolonych nazywamy zbiér uporzadkowa-
nych par liczb rzeczywistych C £ {(z,y) : x,y € R}.

Definicja 6.2. Niech C 5 z = (x,y). Liczby z oraz y nazywaé bedziemy
odpowiednio czescig rzeczywistq i czesciq urojong liczby zespolonej z. Czedé
rzeczywista liczby z oznaczaé¢ bedziemy symbolem Rez lub Rz, za$ czesé
urojong — symbolem Im z lub &z.

Definicja 6.3. Dwie liczby zespolone (x1,y1) oraz (x2,y2) sa rédwne wtedy
i tylko wtedy, gdy &1 = z2 oraz y; = ys, tzn. zaréwno ich czesci rzeczywiste,
jak i urojone sg réwne.

W zbiorze liczb zespolonych wprowadzamy podstawowe dzialania doda-
wania 1 mnozenia. Dla danych liczb zespolonych (z1,y1) oraz (x2,ys) okre-
$lamy odpowiednio ich sume oraz iloczyn wzorami

(6.1) (w1,y1) + (22, 92) = (71 + 22,91 + ¥2),
(6.2) (w1,91) - (x2,92) = (T122 — Y1¥y2, T1Y2 + Y172).

Podobnie jak zbioér liczb rzeczywistych utozsamiaé¢ mozna z prostg a jego
elementy z punktami na prostej, tak zbior liczb zespolonych mozna utozsa-
miacé z plaszczyzna, a jego elementy z punktami na ptaszczyznie lub z wekto-
rami kolumnowymi zaczepionymi w poczatku uktadu wspélrzednych (rys.1).
0% odcietych nazywaé¢ bedziemy osig rzeczywistq, za$ o8 rzednych — osig
Urojonq.
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Stwierdzenie 6.4. Niech 0 = (0,0) oraz 1 = (1,0). Wowczas dla dowolnych
liczb zespolonych x,y, z mamy

(1) (z+y)+2z=2+ (y+ 2) (lacznosé¢ dodawania)

(2) 24y =y +x (przemienno$é¢ dodawania)

3) z+0=x

(4) istnieje jedyna liczba zespolona w taka, ze x +w =0

(5) (zy)z = z(yz) (lacznosé mnozenia)

(6) zy = yx (przemiennosé mnozenia)

(M 1-z==x

(8) jesli x # 0, to istnieje jedyna liczba zespolona w taka, ze zw =1
(9) z(y + 2) = zy + x2z (rozdzielno$é mnozenia wzgledem dodawania)

Liczbe 0 nazywamy elementem neutralnym dodawania, zas liczbe 1 — ele-
mentem neutralnym mnozenia. Ponadto, liczbe w o wlasnosci (4) nazywamy
liczbg przeciwng do liczby x i oznaczamy przez —x. Natomiast liczbe w o wla-
snoéci (8) nazywamy liczbg odwrotng do liczby x i oznaczamy przez ! lub

z°

Dowdd. Wiasnosei (1)—(7) oraz (9) sa bezposrednia konsekwencja wzordw
(6.1) i (6.2) oraz aksjomatéw liczb rzeczywistych. Udowodnimy jedynie wla-
snosé (8).
Niech z = (z1,x2) # 0 oraz w = (w1, wy). Zauwazmy, ze rOWnos$é
zw =1, tj.
(iU]_,fEQ) : (wl7w2) - (170))

mozna zapisa¢ w postaci

Tiwy — Tawe = 1,
(6.3)

rowi + Tiwe = 0,
7 zalozenia wiemy, ze x # 0, tzn. 2?2 4+ 23 > 0, skad wynika, iz wyznacznik

gléwny ukladu (6.3) jest rézny od 0. Zatem uklad (6.3) ma jedyne rozwia-
zanie. |

Co wiecej, z dowodu wlasnosci (8) stwierdzenia 6.4 oraz wzoréw (1.14)
wynika, ze jesli C 3 z = (z,y) # 0, to

- € -y
6.4 1 ( , > .
(6.4) o 22 + 2 22+ 2
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6.2. Postaé algebraiczna liczby zespolonej

Liczby zespolone postaci (x,0), tj. o czesci urojonej réownej 0, bedziemy

utozsamiaé z liczbami rzeczywistymi, tzn. bedziemy pisaé (z,0) = .
Rozwazmy liczbe i 2 (0, 1). Zauwazmy, ze

(6.5) i =(0,1)-(0,1) = (—=1,0) & -1,

skad wynika formalna definicja jednostki urojone;j.

Definicja 6.5. Jednostkq urojong i nazywamy liczbe, ktérej kwadrat réwna

sie —1.

Zauwazmy, ze kazda liczbe zespolona postaci (0,y), tj. o czesci rzeczywistej

réwnej 0, mozna zapisaé nastepujaco

(6.6) (0,9) = (4,0) - (0,1) = yi.

Liczby zespolone postaci (0,y) & yi nazywaé bedziemy liczbami urojonymi.
A zatem, kazda liczbe zespolona z = (z,y) mozna przedstawi¢ w postaci

(6.7) z=x+yi,

tzn. jako sume liczby rzeczywistej i urojonej. Postaé (6.7) liczby zespolonej

nazywa sie postaciq algebraiczng lub ogding liczby zespolone;j.

Ponadto, zbidr liczb rzeczywistych R mozna rozpatrywaé jako podzbior
zbioru liczb zespolonych C, tzn. R C C.

Zapis liczb zespolonych w postaci algebraicznej w praktyce jest o wiele
wygodniejszy od zapisu w postaci par uporzadkowanych. Wszelkie rachunki
na liczbach zespolonych mozna bowiem wykonywa¢ dokladnie tak samo, jak
na liczbach rzeczywistych, pamietajac jedynie o tym, ze i2 = —1.

A zatem, dodawanie i mnozenie liczb zespolonych z1 = x1 + y14 oraz z5 =
T9 + Y21 mozna okresli¢ wzorami

(6.8) 21 + 22 = (21 + 22) + (Y1 + ¥2)1,
(6.9) 21 - 2z = (X122 — Yy1y2) + (T1Y2 + y122)i.

Odejmowanie i dzielenie liczb zespolonych z; = x1 + y1i oraz zo = o + Y21
okresla sie jako dzialania odwrotne odpowiednio do dodawania i mnozenia

wzorami

(6.10) 2=z =a+ (=)= (@1 —22) + (11 — )i,

(6.11) AL Zli _ T2t yiy2  T1ye — Y12
2 @ty w3 +ys

przy czym wzér (6.11) ma sens dla zo # 0.

Definicja 6.6. Liczbg sprzeiong z liczba zespolong z = = + yi nazywamy
liczbe Z = x — yi.
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7 powyzszej definicji wynika, ze jesli z = Z, to z jest liczbg rzeczywista.
Nietrudno sprawdzi¢, ze dla dowolnych liczb zespolonych z; oraz zy za-
chodza réwnosci

(6.12) ntn=A+7
oraz
(6.13) 7123 = 71 23

6.3. Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

Definicja 6.7. Modutem liczby zespolonej z = x + yi nazywamy nieujemna
liczbe rzeczywista /22 + y2. Modut liczby zespolonej z oznaczamy symbo-
lem |z|.

Y
z
Im z
N
N
argz =

0 Re z x

Rysunek 1

Jest oczywiste, ze modut liczby zespolonej z = = + yi rowna sie odlegtosci
punktu (z,y) od poczatku uktadu wspélrzednych (por. rys. 1). Nietrudno
sprawdzi¢, ze dla dowolnych liczb zespolonych z; oraz zo zachodzi

(6.14) |z122| = |21 [22]
oraz
(6.15) |21 + 22| < |Zl‘ + |Z2| .

Nier6wnos¢ (6.15) nazywa sie nieréwnosciq trdjkgta.
Zauwazmy, ze

(6.16) |22 =z -z,
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skad w szczegblnodci wynika, ze iloczyn dwdch liczb sprzezonych z i Z jest
liczbg rzeczywista i ze dla C 3 2z # 0
z

(6.17) 1= B

Kazdg liczbe zespolona z = x 4 yi # 0 mozna zapisa¢ w postaci
x
z =|z| <+yi>.
E{IE

(6.18) cosp = i, sinp = i,
] 2]

gdzie ¢ jest katem miedzy osia rzeczywista a wektorem (3 ) (por. rys. 1).

Stad kazdej liczbie zespolonej z = x 4 yi # 0 nada¢ mozna nastepujaca

postac trygonometryczng

Zauwazmy przy tym, ze

(6.19) z = |z| (cosp +isin).

Oczywiscie |z| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z = 0. Stad, jesli z = 0, to
réwnosé (6.19) jest spelniona dla kazdej liczby rzeczywistej ¢.

Definicja 6.8. Liczbe rzeczywista ¢ okre$lona réwnaniami (6.18) nazywa-
my argumentem liczby zespolonej z # 0 i oznaczamy przez arg z. Argumen-
tem liczby z = 0 nazywamy dowolna liczbe rzeczywista .

Zauwazmy przy tym, ze dla liczby zespolonej z # 0 argument argz nie
jest wyznaczony jednoznacznie. Istotnie, dowolna liczba rézniaca si¢ od ¢ o
catkowita wielokrotnosé 2m , tzn.

w + 2km,
gdzie k € 7Z tez spelnia definicje argumentu.

Definicja 6.9. Argumentem glownym liczby zespolonej z # 0 nazywamy
liczbe rzeczywista ¢ € (—m, 7] okreslona réwnaniami (6.18). Argument glow-
ny liczby zespolonej z # 0 oznaczamy przez Arg z.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze kazda liczba zespolona z # 0 jest
jednoznacznie wyznaczona przez swoj modul i argument. A zatem, rowno-
waznie z definicjg 6.3, rownosé liczb zespolonych okreéla nastepujaca

Definicja 6.10. Dwie liczby zespolone z; # 0 oraz zo # 0 sa réwne wte-
dy i tylko wtedy, gdy |z1| = |22| oraz istnieje liczba calkowita k taka, ze
argz; = argzo + 2km, tzn. gdy ich moduly sg réwne i ich argumenty sa
rowne z doktadnoécig do wielokrotnosci liczby 2.
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Korzystajac z wzoréw (6.9) i (6.11), dla danych w postaci trygonome-
trycznej liczb zespolonych z; = |z1] (cos + isinp) oraz zo = |z2| (cos®) +
isin 1)) okresli¢ mozna dziatania mnozenia oraz dzielenia wzorami

(6.20) 21+ 22 = |21 |22| (cos (¢ + ) + isin (¢ + )
(6.21) 2 o1l feos (o — ) + dsin (g - ),
> ES)

przy czym wzor (6.21) ma sens dla |z2| # 0.

Zauwazmy, ze z wzoréw (6.20) i (6.21) wynikaja réwnosci

(6.22) arg z1zo = arg z1 + arg 29

oraz

(6.23) arg S arg z; — arg zs.
22

Stosujac indukcje matematyczna do wzoru (6.20) nietrudno sprawdzié,
ze dla dowolnej liczby zespolonej z = |z| (cos p+isin ) orazdlan = 1,2, ...
zachodzi nastepujacy wzor de Moivre’a

(6.24) 2" =z]" (cosnp + i sinny).
Definicja 6.11. Liczbe zespolona y nazywamy pierwiastkiem stopnia n

z liczby zespolonej z, jedli y" = z.

Niech y = |y| (cos + isine)) bedzie pierwiastkiem stopnia n z liczby
z=|z| (cosp +isiny) # 0, tzn. y"* = z. Korzystajac ze wzoru (6.24) mamy
wiec réwnosé

(6.25) ly|™ (cosnip + isinny) = |z| (cos ¢ + ising).
A zatem, zgodnie z definicjg 6.10

(6.26) lyl" = ||
oraz
(6.27) ny = o + 2km,

gdzie k € Z. Stad

(6.28) lyl = §/lz]

oraz

o+ 2km
=

(6.29) W
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Jest jasne, ze istnieje dokladnie n argumentéw postaci (6.29), ktére nie r6z-
nia sie o wielokrotnosé liczby 27w. A zatem istnieje doktadnie n réznych
pierwiastkéw stopnia n z liczby zespolonej z # 0, danych wzorem

o/ s0+2k7r) . ((,0+2k7r)>
6.30 = —_— e
(6.30) Yk H (cos ( - + isin - ,

gdzie k =0,1,...,n— 1.

Poniewaz wszystkie pierwiastki yi, k = 0,1,...,n—1 maja modutly réw-
ne {/]z| oraz kolejne argumenty réznia si¢ o 27”, wiec yi sa wierzchotkami
n-kata foremnego wpisanego w okrag o srodku w poczatku uktadu wspot-
rzednych i promieniu /2] (rys. 2).

Y

Y1

Y2
\ .

Y3

Y7

) \
Ye

Ys

Rysunek 2

6.4. Réwnania algebraiczne

Przyklad 6.12. Rozpatrzmy rownanie
2= 1.

Jak wiadomo, nie ma ono rozwiazan rzeczywistych. Jednakze ma ono do-
ktadnie cztery rozwiazania zespolone. Istotnie, liczbe —1 mozemy zapisaé
w postaci trygonometrycznej nastepujaco

—1 =cosm + i¢sin .
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Wéwezas, zgodnie ze wzorem (6.30), dla k = 0,1, 2,3 mamy

T+ 2kw o T+ 2kT
2k = COS 1 + ¢sin — )

skad
7T+‘. T \/i \/§

20 = COS — 7811 — = —— —_—

0 4 4 2 "2

Z] =COS—-T +1sin-m = —
4 4

Zg =COS—T +isin—m = — — 1,

4 4
|

Z3 = COo8 ’ + i sin !

= —Tr —T =
’ 4 4 2
Twierdzenie 6.13. Niech P(z) = ap2" + ap_12"" ' 4+ -+~ + a1z + ag be-
dzie wielomianem stopnia n > 0 o wspolczynnikach zespolonych. Wowczas
istnieje liczba zespolona y taka, zZe P(y) = 0.

Co wiecej, z twierdzenia 6.13 wynika, ze kazdy wielomian dodatniego
stopnia o wspdtczynnikach zespolonych mozna przedstawic¢ jako iloczyn wie-
lomianéw stopnia 1, tzn. jedli P(2) = an2™ 4+ an_12"" '+ -+ + a1z + ag jest

wielomianem stopnia n > 0, to
n
(6.31) H (z = yn)-

Istotnie, dla n = 1 teza jest oczywista. Zalézmy teraz, ze teza jest prawdziwa
dla wielomianéw stopnia mniejszego od n. Z twierdzenia 6.13 wynika, ze
P(y,) = 0 dla pewnego y, € C. Na mocy twierdzenia Bézout! istnieje
wielomian? Q(z) = b,_12" "1+ b, 22" 2+ - + b1z + by stopnia n — 1 taki,
ze

(6.32) P(z) = (z — yn)Q(2).

7 zalozenia indukcyjnego mamy

(6.33) Q(2) = bu—1 [] (= = ),

Wiczba y jest pierwiastkiem wielomianu P(z) wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian P(z) jest
podzielny przez dwumian z — y.
2Ogélnie, jesli P(z) = anz™ + 12"t 4+ +arz+ag jest wielomianem stopnia n > 0, to

P(2) = (2 —y)Q(2) + P(y),

gdzie Q(2) = bp—12""1 + bp—22""2 + .- + b1z + bg jest wielomianem stopnia n — 1, przy czym
bp—1 =an oraz by = b1y +apy1 dlak=0,1,...,n—2.
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skad
(6.34) P(z) = (2 — yn)bn—1 H (z —yk) = an ﬁ (z — yr).

7 powyzszych rozwazan wynika nastepujacy

Whniosek 6.14. Wielomian stopnia n ma dokladnie n pierwiastkow zespo-
lonych (niekoniecznie réznych).

Fakt 6.15. Niech P(z) bedzie wielomianem o wspélczynnikach rzeczywi-
stych. Wowczas P(y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy P(y) = 0.

Dowdéd. Niech P(z Z apz", gdzie ar € R, k = ..., n. Zauwazmy,
k=1
ze
'I’L n n n
Z Z =Y @@ => a®" =Py,
k=1 k=1 k=1 k=1
skad wprost wynika teza. |

Zauwazmy, iz z faktu 6.15 w szczegélnosci wynika dobrze znany

Whiosek 6.16. Wielomian nieparzystego stopnia ma przynajmniej jeden
rzeczywisty pierwiastek.

Na zakoniczenie rozdziatu przyjrzyjmy sie przyktadowi zastosowania liczb
zespolonych w codziennym zyciu.

-1 0
Jej wielomianem charakterystycznym jest 22 + 1 nie majacy rzeczywistych
miejsc zerowych. Jednak jesli potraktujemy x jak zmienng zespolona, tatwo
zgadniemy, ze pierwiastkami sa liczby ¢ oraz —i. W tego typu przypadkach
méwimy, ze rzeczywista macierz A ma zespolone wartosci wlasne. Sprébuj-
my znalezé wektory wlasne.

Przyktad 6.17. Powiedzmy, Ze chcemy zdiagonalizowa¢ macierz A = ( 0 1> .

<_01 (1)> (y)= (;Z) — Naprzykltadz =1y =1

<_01 é) (y) = (:ly) — Naprzyklad e =ty =1

A zatem wektorami wlasnymi (zespolonymi) dla wartosci wlasnych ¢ oraz
—i sa odpowiednio wektory U = (}) oraz V = (1).

W rozdiale 4. nauczyli$my sie zapisywaé niektére macierze A jako PDP ™!
A

gdzie P = (U,V)a D = ( 0 ;\) gdzie A\; sa wartosciami wlasnymi A.
2
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Sprébujmy podobnie zapisaé nasza macierz A = PDP~!
1 - i 7 o
Macierz P = (. ' ). Latwo policzyé, ze P~1 = [ 2, 2 |. A zatem jesli
1 1 5 3
wyniki z rozdiatu 4. mozna stosowaé w tego typu przypadkach, mielibySmy:

(6401

Wystarczy wymnozy¢ macierze by przekonaé sie, ze rzeczywiscie tak jest.
Powyzsza procedura to diagonalizacja macierzy o wyrazach rzeczywistych
nad cialem liczb zespolonych.

|



Rozdziat 7

Przestrzen R>

7.1. Pojecia wstepne

Definicja 7.1. Przestrzenig rzeczywistq nazywamy zbiér punktéw R3 g

((3) e <)

u3

Uy

Rysunek 1
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Podobnie jak w przypadku punktéw ptaszczyzny, punkty w przestrzeni
utozsamiaé¢ bedziemy z wektorami kolumnowymi zaczepionymi w poczatku
uktadu wspétrzednych w przestrzeni, tj. w punkcie 0 & (§).

Analogicznie jak na wektorach na plaszczyznie, na wektorach w prze-
strzeni okreslamy podstawowe dzialania dodawania i mnozenia przez skala-
ry, tzn. dla danych wektorow U = (g%) iV = (gé) oraz dowolnej liczby

3
rzeczywistej ¢ mamy odpowiednio

Ul + U1
(7.1) U+V=1us+wvy|,
usz + v3

(7.2) t-U= |t uy

Latwo sprawdzié, ze przestrzeii R? spelnia aksjomaty przestrzeni liniowej
(patrz: stwierdzenie 1.3).

Przyjmujac
1 0 0
Eiy=10], Ex= 11|, Es=10[,
0 0 1

kazdy wektor U = (%) mozemy zapisa¢ w postaci
U=u1E) +usEs + uzE3.

Wektory Ey, Fs oraz E3 nazywamy wersoramsi osi uktadu wspéirzednych
W przestrzeni.

Definicja 7.2. Kombinacjg liniowg wektorow U, V i W nazywamy wektor
Z = XU 4+ pV +vW, gdzie \, u,v € R.

Jest jasne, ze kazdy wektor U € R? mozna przedstawié w postaci jedynej
kombinacji liniowej wektorow FEp, FEs i E3. Istotnie, przypusémy, ze U =
w1 By 4+ ugEy + usEs = u} By + uEy + us Es. Wowczas

(51 ul
ug | = | ub
us uh

czyli up = u), ug = ul oraz ug = uj.

Zbior &3 = {E1, Es, E3} nazywaé bedziemy standardowq bazg przestrzeni
R3, za$ wektory E;, Eo oraz Es — standardowymi wektorami bazowymi
przestrzeni R3.
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u1

Dla danych wektorow U = (Zg) iV = (§§> okreslamy ich loczyn
skalarny wzorem

(73) <U, V> = U1V1 + U2v2 + u3zv3.

Norme (diugosé) wektora U okreslamy analogicznie jak na plaszczyznie,
t].

dt
(7.4) IUl = /(U U).
Jesli zatem U = (gé), to U] = \/u} + u3 + u3.

Cosinus kata miedzy niezerowymi wektorami U i V' okredlamy wzorem

U, V)
(7.5) cos LU, V) = ———"—.
’ IVl
Weszystkie wlasnoéci przedstawione w podrozdziale 1.2 zachodzg rowniez
dla wektoréw w przestrzeni R3. Warto wrécié¢ do tego rozdziatu i przeczytaé

go mysélac o przestrzeni R3.
7.2. Iloczyn wektorowy

. , ury v
Definicja 7.3. lloczynem wektorowym wektoréw U = (uz) iV = (vz)

u3 v3
nazywamy wektor
df

(7.6) UxyE|uz v

uz v3

uyp U1

uyp U1
Es +
us 3

El - E3.

U2 V2

Stwierdzenie 7.4. Dla dowolnych U,V,W € R? i skalaréw o, 3 € R
zachodzq nastepujgce wlasnosci

(1) dwuliniowosé iloczynu wektorowego
(@) (@U+pV)x W =a(U x W)+ p(V x W)
(b) U x (aV + W) =aU xV)+ (U x W)
(2) UxV =—(VxU) (antysymetrycznosc)
(3) regula Sruby prawoskretnej
(a) E1 X E2 = E3
(b) EQ X E3 = El
(C) Eg X El = E2

Zauwazmy, ze z antysymetrycznosci iloczynu wektorowego w szczegol-
nosci wynika, iz dla dowolnego wektora U € R? zachodzi réwnosé

(7.7) UxU=0.
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Fakt 7.5. Wektor U x V jest prostopadly do wektorow U iV .

Dowaéd.
<U xV, U> = U2 2 E — v FEs + v B3, U ) =
us 3 us U3 Uy Vo
Uy U U] v UL v
=2 ZHELU) = | (B Uy 4| b (B U) =
uz U3 us U3 U2 2

= ULUV3 — UTUIV2 — U UV3 + UU3V] + UTU3V2 — Usuzv] = 0.

Analogicznie pokazuje sie, ze (U x V, V) = 0. [ |
UxV
1%
U
Rysunek 2

Fakt 7.6. Dla dowolnych wektorow U iV zachodzi réwnosé
U x V[ = U [IV]sin£(U,V).

Dowdéd. Niech U = (gé) oraz V = (%g) Woéwcezas
2

2 2

uz U2
u3z U3

up n
u3z U3

ur M1

U V|?* =
U2 U2

= (uf +u3 +u3) (vf +0f +v3) — (uror + uzve +uzvs)® =
= [T IVI* = @ V) = [T V][> (1 = (cos £(U, V))?) =
= [U]* [VI* (sin £(U, V))2. u

Zauwazmy, ze z faktu 7.6 w szczegolnosci wynika, iz pole réwnolegltoboku
rozpietego przez wektory U i V jest réwne ||[U x V|| (por. rys. 2).
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7.3. Proste w przestrzeni

Rownanie parametryczne prostej w przestrzeni ma postaé

(7.8) X=A+1tV,
gdzie X = (fz/), te R A= (gé) jest pewnym punktem prostej, zas
V = (53) — niezerowym wektorem kierunkowym prostej (patrz rys. 3).
Zauwazmy, ze rownanie (7.8) mozna zapisa¢ w postaci uktadu réwnan

T = ay + tvg,
(7.9) y = ag + tuy,

z = ag + tvs.

z
%
0
Y
A
x
Rysunek 3

W przypadku, gdy wektor kierunkowy nie jest dany explicite, a wiadomo,
ze prosta przechodzi przez punkty A i B, réwnanie (7.8) przyjmuje postaé
(7.10) X =A+tB-A).

Przy zalozeniu, ze v; # 0 dla ¢ = 1,2, 3 w ukladzie (7.9), eliminujac zmienna
t z ukladu (7.9) otrzymujemy dwa réwnania
r — al Yy —az Z —as

11 = -
(7.11) o - m—

nazywane rownaniami kanonicznymi prostej w przestrzeni. Jesli ktérakol-
wiek z liczb v;, ¢ = 1,2, 3 jest réwna 0, np. v3 = 0, to réwnania kanoniczne
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sa postaci

(7.12) x—alzy—ag’ z—az =0.
U1 ()

W przypadku, gdy np. v2 = vs = 0, to réwnania kanoniczne przyjmuja
postaé

(7.13) y—ag =0, z—a3 =0.
Przyktad 7.7. Rozpatrzmy prosta majaca kierunek wektora V = (é) oraz
przechodzaca przez punkt A = ((1)) Zgodnie z (7.8) oraz (7.9), jej réwnanie

parametryczne ma postaé

=141,
1 1 1+t
(§)=(0>+t<2>:< 2t ) lub réwnowaznie { y = 2t,
2 i 3 143t
z=1+3t.
Roéwnania kanoniczne prostej maja zatem postac
r—1=Y=2z"L, [ ]

o

3

Przyklad 7.8. Rozwazmy prosta dana rownaniami

3z—8 _ y+3 _ —8z+3
T8 5

Przeksztalcajac powyzsze réwnania do postaci kanonicznej otrzymujemy

8 3
-3 _ y=(=3) _ 73
T 8 - _3

)

3 8

wiec rOwnanie parametryczne prostej ma postaé

8 7
3
) =(5) (L)
z 3
8 -8
gdzie t € R. |

Przyktad 7.9. Znajdziemy réwnanie parametryczne prostej [ danej réwna-
niami kanonicznymi

x—a; =0, y—az =0.
Zauwazmy, ze prosta [ jest zbiorem punktow (g) € R3 takich, ze z = a4

oraz y = ag, tzn. [ = {(%ﬁ) 1t e ]R}. Réwnanie parametryczne prostej [ ma

(1) = (&) + (1)

gdzie t € R. |

zatem postaé
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7.4. Plaszczyzny w przestrzeni

Rownanie parametryczne plaszczyzny w przestrzeni ma postaé
(7.14) X=A+sU~+tV,
gdzie X = (§>7 s,teR, A= (éé) jest pewnym wektorem plaszczyzny, zas

U = (gé) oraz V = (gé) — ntewspotlinowyms wektorami rozpinajacymi
plaszczyzne (patrz rys. 4).
z

Rysunek 4

Zauwazmy, iz rébwnanie (7.14) jest po prostu skréconym zapisem uktadu
rownan
T = a1 + suy + tvy,
(7.15) Yy = as + Sug + tug,
z = a3 + susg + tvs.
W przypadku, gdy wektory rozpinajace plaszczyzne nie sa dane explicite,
a wiadomo, ze plaszczyzna przechodzi przez punkty A, B i C, rownanie
(7.14) przyjmuje postaé
(7.16) X=A+s(B—A)+t(C—-A).



82 7. Przestrzen R?

Przyklad 7.10. Rozpatrzmy plaszczyzne rozpinang przez wektory U =
(i) iv= (i) oraz przechodzacq przez punkt A = (%l ) Zgodnie z (7.14)

oraz (7.15), jej réwnanie parametryczne ma postac

(3) = () +s (1) +e (1) = (5155

lub réwnowaznie

r=1+s,
y=—-1+s+1,
z=143s—t.

Wstawiajac s = x — 1 oraz t = y — x + 2 (otrzymane z dwoch pierwszych
réwnan w powyzszym uktadzie) do trzeciego réwnania w ukladzie, dostajemy
po przeksztalceniu rdwnanie ogdlne plaszczyzny

dr—y—2z—4=0. |

Zajmijmy sie szerzej rownaniem ogélnym plaszczyzny. Rownanie ogdlne
plaszczyzny w przestrzeni ma postaé

(7.17) ar +by+cz+d=0,

gdzie a, b, ¢, d sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz a? + b 4 ¢ > 0.

Zauwazmy, ze réwnanie (7.17) mozna zapisa¢ w postaci
a x
(7.18) < bl,|y >+d:0.
c z

Ponadto, wektor ((é) jest prostopadly do ptaszczyzny ax + by +cz+d = 0.
Istotnie, niech X oraz X, spelniaja rownanie ax 4 by + cz = d. Wowczas

a

< b ,X1>+d:0,
C
a

< b ,X2>+d:0.
C

Odejmujac stronami otrzymujemy

a a
< b 7X1>_< b >X2>:07
C C
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a korzystajac z dwuliniowoéci iloczynu skalarnego mamy

a
<b,&—X%:0
C

Zatem (z faktu 1.11) mamy, ze (%) 1 X7 — Xo.

Co wiecej, ptaszczyzna ax + by + cz = d jest rozpinana przez pewne dwa
a
niewspoétliniowe wektory U oraz V', wiec wektor (Ié) jest prostopadty do
wektoréw U i V. A zatem, zgodnie z faktem 7.5, dla pewnego R > o # 0
mamy

a
(7.19) UxV=alb
C

Przyklad 7.11. Rozwazmy plaszczyzne dana réwnaniem parametrycznym

T 1 1 3
(1) =(3) +=(2)+(3)-
Zmajdziemy jej rownanie ogdlne. Niech (Lé) bedzie wektorem prostopadlym
do ptaszczyzny. Wéwcezas dla pewnego R 3 v # 0

a 1 3 2
o(H)= (1) =1 =(3)

Przyjmujac o = 2 otrzymujemy a = 1, b = —2 oraz ¢ = —1, wiec réwnanie
ogolne plaszczyzny ma postaé

r—2y—z+d=0.

.. . , . . 1 .

Pozostaje jedynie wyznaczy¢ d. Zauwazmy, ze punkt (%) nalezy do ptasz-
czyzny, wiec spelnia jej réwnanie ogdlne, tj.

1-2-2-3+d=0,
skad d = 6, czyli rownanie ogdélne plaszczyzny ma postaé

r—2y—z+6=0. |
Przyktad 7.12. Znajdziemy réwnanie ogdlne plaszczyzny przechodzacej

1

przez punkt A = (—11 ), rownolegtej do prostej danej réwnaniem

z—1 y+1 _ 2-3

3 2 -5

oraz prostopadlej do plaszczyzny o réwnaniu

3 +y—2z=0.
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Niech wektor N bedzie prostopadly do szukanej ptaszczyzny. Wowczas N L
3 3
(35> oraz N L (31), wiec dla pewnego R 3 a # 0

o= (5) % (1)= (%),

1
Przyjmujac a = 3 otrzymujemy N = (—111>, wiec réwnanie ogdlne szukanej
plaszczyzny ma postaé
r—4y—z+d=0.
1
Skoro punkt A = (—11) nalezy do ptaszczyzny, wiec d = —4, czyli szukana

plaszczyna jest dana réwnaniem

r—4y—z—4=0. |

7.5. Wyznacznik trzech wektoréow

Rozwazmy réwnolegloscian rozpiety przez wektory U = (g%), V = (%g)

i W = (gé), tzn. zbiér {X € R3:3r,s,t €[0,1] X =7U+ sV +tW}.
Jest jasne, ze podstawa réwnoleglodcianu jest réwnoleglobok rozpiety przez
wektory U iV, tzn. zbiér {X € R3: 3r,s €[0,1] X =rU + sV }. Objetosé

w ] 7
i

réwnolegloécianu jest réwna iloczynowi pola podstawy i wysokosci h opusz-
czonej na te podstawe. Przypomnijmy, ze pole réwnolegloboku rozpietego
przez wektory U i V jest rowne ||[U x V||. Wysoko$é réownolegloscianu jest
rowna odlegloéci punktu W od plaszczyzny rozpinanej przez wektory U i V'
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(por. rys. b), czyli h = ||[Pyxy (W)]]. Stad

W.U XV
R x V]| = 1Posr T x V] = [V vy o v =
U<V
(WU % V)
_ WUV g v = (w0 x v
U< V]

Powyzsze rozumowanie prowadzi do nastepujacej definicji iloczynu mie-
szanego trzech wektorow.

Definicja 7.13. Iloczynem mieszanym wektoréw U, V i W nazywamy liczbe
(U x V,W).

A zatem objetos¢ rownolegloscianu rozpietego przez wektory U, V i W
wynosi [(U x V,W)].

W podrozdziale 1.4 pokazali$my, iz pole rownolegtoboku rozpietego przez
wektory U,V € R? jest réwne z dokladnoécia do znaku wyznacznikowi pary
wektoréw w przestrzeni R2. Poniewaz réwnolegloécian w przestrzeni R3 jest
analogonem réwnolegloboku w przestrzeni R?, wiec w przestrzeni R? przyjaé
mozna nastepujaca definicje wyznacznika trzech wektoréw.

Definicja 7.14. Wyznacznikiem trzech wektorow U = (%g), V = (%2)
i W = (gé) nazywamy liczbe det (U, V,W) = (U x VW) = wq |42 2
wa | uj vz | + w3 [uj vz |-
Wyznacznik trzech wektorow U = (ﬁ; ), V= (55) iWw = (%é) ozna-
us3 v3 w3
czaé bedziemy analogicznie jak wyznacznik pary wektoréw w przestrzeni R?,
tzn.

uyp v wi
(7.20) det (U, V, W) = |ug V2 wW2|.
us vV3 wWs

Stwierdzenie 7.15. Dla dowolnych wektorow U, V,W,Z oraz liczb rzeczy-
wistych o, B zachodzg nastepujgce wiasnosci

(1) tréjliniowosé wyznacznika
(a) det (aU 4+ BV, W, Z) = adet (U, W, Z) + S det (V,W, Z)
(liniowo$é wzgledem 1. zmiennej)
(b) det (U, aV + BW, Z) = adet (U, V, Z) + 8 det (U, W, Z)
(liniowo$é wzgledem 2. zmiennej)
(c) det (U, V,aW + 8Z) = adet (U, V,W) + Bdet (U,V, Z)
(lintowosé wzgledem 3. zmiennej)
(2) det (U, V, W) = —det (U, W, V) = det (V, W,U) =
= —det (W, V,U) = det (W,U, V) = — det (V, U, W)

(antysymetrycznoscé)
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Ze stwierdzenia 7.15 wynika nastepujacy

Whniosek 7.16. Dla dowolnych wektorow U i V' oraz dowolnych liczb rze-
czywistych «, 8 zachodzi réwnosé

det (U, V,aU + BV) = 0.

Definicja 7.17. Wektory U, V i W nazywamy liniowo niezaleznymi, jesli
dla dowolnych liczb rzeczywistych A, u, v z warunku AU + pV + vW = 0
wynika, ze A = y = v = 0. W przeciwnym wypadku wektory U, V i W
nazywamy lintowo zaleZnymi.

Twierdzenie 7.18. Wektory U, V i W sq liniowo niezaleine wtedy i tylko
wtedy, gdy det (U, V, W) # 0.

Dowéd. Zaltézmy, ze wektory U, V i W sg liniowo zalezne. Oznacza to,
ze istnieja liczby A, p i v, z ktérych co najmniej jedna jest rézna od zera
i dla ktorych AU + uV + vW = 0. Mozemy bez zmniejszania ogdlnosci
zatozyé, ze to v jest rézne od zera. Oznacza to, ze W = _TAU + %“V a wiec
det (U, V,W) =det (U,V,aU + V) =0

7 drugiej strony, jesli wyznacznik trzech wektoréw jest zerowy, to obje-
to$¢ generowanego przez nie rownolegloécianu wynosi zero. Oznacza to, ze
pole podstawy lub wysoko$¢ wynosi zero. Jesli wysoko$¢ wynosi zero, wek-
tor W jest zerowy a zatem przy A i p rownych zero, v moze mie¢ dowolna
niezerowg warto$¢ i AU + uV +vW = 0. Jesli pole podstawy wynosi zero, to
wektory, ktore ja rozpinaja leza w jednej linii a wiec jeden z nich musi by¢
skalarng krotnoscig drugiego. Przyjmujac bez straty ogélnosci, ze U = uV
dostajemy U — puV +0W =0 a zatem U, V i W sa liniowo zalezne. |

Fakt 7.19. Jesli wektory X1, Xo, X3 € R3 sq liniowo niezalesne, to dla
dowolnego Y € R? istniejq jedyne liczby rzeczywiste A1, A2, A3, dla ktorych

Y = X1+ 2 Xs 4+ A3X3

Liczby A1, A2 © A3 nazywamy wspotrzednymi wektora Y w bazie X1, Xo, X3.

Dowdd. Niech w oznacza plaszczyzne rozpinang przez X; i Xo, tzn.
m={sX1+tXs:s,t € R}. Prosta [ o rownaniu parametrycznym

X =Y + vX3 nie jest réwnolegta do plaszczyzny m, poniewaz jej wektor
kierunkowy X3 nie jest kombinacja liniowa X; i Xo. W takim razie [ i 7
przecinaja sie w pewnym punkcie Y + ugX3 = s9X1 + tpX2 skad mozemy
wnioskowaé, ze Y = 50 X1 + tg X2 — o X3.

Wspélrzedne wektora Y sa jedyne bo gdyby YV = a3 X1 +as Xo+a3 X3 =
B1X1 + foXo + £3X3, to 0 = (a1 — 1) X1 + (a2 — f2) X2 + (a3 — £3) X3 a
poniewaz X, X9 i X3 sa liniowo niezalezne, liczby «; 1 8; musiatyby by¢
réwne dla i = 1,2, 3.

|
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7.6. Ukltady réwnan liniowych

W tym podrozdziale zajmiemy si¢ ukladami trzech rownan liniowych z trze-
ma niewiadomymi, tzn. ukladami réwnan postaci

1171 + a1272 + 1373 = Y1,
(7.21) a2171 + 2272 + A23T3 = Y2,
a31T1 + a32T2 + a33T3 = Y3,
gdzie x1, 2, r3 s niewiadomymi, zas a;j, 1, = 1,2, 3, sa wspoétczynnikami
rzeczywistymi, przy czym a +a% + a2 > 0dlai=1,2,3.
Zauwazmy, ze kazde z réwnan ukladu (7.21) jest réwnaniem ogélnym

plaszczyzny. Zatem rozwiazaniami ukladu (7.21) sa punkty wspélne trzech
plaszczyzn w przestrzeni.

Wprowadzajac oznaczenia

ail a12 a13 0
Ay =ag |, As=]axn|, As=|as|, Y=y,
as az2 as3 Y3

uktad (7.21) mozna zapisa¢ w postaci
(7.22) T1A1 + 2949 + 2343 =Y.

Nietrudno zauwazy¢, iz rozwiazaniami uktadu (7.21) sa wsp6tczynniki przed-
stawien wektora Y w postaci kombinacji liniowej wektoréw A1, As i As. Jesli
wektory Aq, Ao oraz As sg liniowo niezalezne, to takie przedstawienie jest
jedyne, wiec uklad (7.21) ma dokladnie jedno rozwiazanie.

7 powyzszych rozwazan wynika nastepujace
Twierdzenie 7.20. Jesli wektory Ay, Ao i A3 sq liniowo niezalezne, to
uklad (7.21) ma dokladnie jedno rozwigzanie (tzn. jesli det (Ay, Aa, Ag) # 0,
to uktad (7.21) ma dokladnie jedno rozwigzanie), dane wzorami Cramera
= det (K AQ, Ag)
- det (A1, Ag, A3) ’
det (Al, Y, Ag)
7.23 =
( ) 2 det (AI,AQ’A?))’
_ det (Al, AQ, Y)
= det (Al, AQ, Ag) ’

Dowé6d. Niech wektory Ay, As i A3 beda liniowo niezalezne, czyli niech
det (A1, Ag, A3) # 0. Poniewaz wektory A;, Ay i A3 sa liniowo niezalezne,
istnieje dokladnie jedno przedstawienie wektora Y w postaci kombinacji li-
niowej wektoréw Ay, As oraz Az. Woéwezas Y = x1A1+x2As+x3A3 jedynym
rozwiazaniem uktadu (7.21).
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Wyliczymy teraz warto$ci wspdlczynnikéow x1, zo i x3 w (7.22), czyli
znajdziemy rozwiazanie uktadu (7.21). Szukamy zatem x1, z2, x3 € R takich,
ze 1141 + 2949 + 1343 =Y. Wbwcezas

det (x1 A1 + x9Ag + x343, Az, A3) = det (Y, Ag, A3).
Korzystajac z dwuliniowo$ci wyznacznika mamy
z1det (A1, Ag, A3) + x9 det (Ag, A2, Ag)+
+ x3 det (As, Aa, Ag) = det (Y, Ag, A3),
a poniewaz det (A, Ag, A3) = 0 oraz det (As, Az, A3) = 0, wiec
xydet (A1, Ag, Ag) = det (Y, Ag, A3),
skad

o det(Y,AQ,Ag)
1= det (Al,Ag,Ag).

Analogicznie otrzymujemy réwnosci

To = det (A17 Y, A3)
> det (Al, Ag, Ag)
oraz

o det (Al, AQ, Y)

57 det (A1, A, A3)

Uwaga 7.21. Wyznacznik det (A1, Ag, A3) nazywamy wyznacznikiem glow-
nym uktadu (7.21) i oznaczamy symbolem W. Wyznaczniki det (Y, A, As),
det (A1,Y, A3) oraz det (A1, A3, Y) oznaczamy odpowiednio przez W, , Wy,
i W,

W przypadku, gdy W = det (A1, A2, A3) = 0, to uklad (7.21) moze mieé
nieskonczenie wiele rozwiazan badz nie mie¢ ich wcale. Wéwczas uklad (7.21)
nazywamy odpowiednio uktadem nieoznaczonym albo sprzecznym. Interpre-
tacja graficzng ukladu nieoznaczonego jest prosta lub trzy pokrywajace sie
plaszczyzny, zas ukladu sprzecznego — trzy ptaszczyzny, z ktérych co naj-
mniej dwie sg réwnolegte i nie maja punktéw wspdlnych.



Rozdziat 8

Przeksztalcenia
liniowe R’ i macierze

8.1. Wstep

7 przeksztalceniami liniowymi zetkneliSmy si¢ juz w rozdziale2. Jak juz wia-
domo, kazde liniowe przeksztalcenie plaszczyzny mozna utozsamiaé z pewna
macierza kwadratowa stopnia 2. Podobnie jest w przypadku przestrzeni R3.

Definicja 8.1. Przeksztalceniem przestrzeni R? nazywamy dowolna funkcje
F:R3 — R3, czyli odwzorowanie R? > X — F(X) € R3.

Definicja 8.2. Przeksztalcenie F: R3 — R3 jest addytywne, jesli
VX, Y eR® F(X+Y)=F(X)+F(Y).
Definicja 8.3. Przeksztalcenie F: R3 — R? jest jednorodne, jesli
Va e RVX € R® F(aX)=aF(X).

Definicja 8.4. Przeksztalcenie F': R3 — R? jest liniowe, jesli jest addytyw-
ne i jednorodne, tzn. jesli

Va,B e RYX,Y € R® F(aX +BY) = aF(X) + BF(Y).

8.2. Macierz przeksztalcenia liniowego
Definicja 8.5. Macierzq kwadratowq stopnia 3 (macierzq rozmiaruy 3 X 3)
nazywamy uporzadkowany zbior liczb rzeczywistych a;;, gdzie i,7 = 1,2, 3,

89
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postaci

ail a2 a3

az1 a2 Q23

az1p az2 ass
lub w formie skréconej

[aij] (Zaj - 17273)

Przestrzen macierzy kwadratowych stopnia 3 o wyrazach rzeczywistych be-
dziemy oznacza¢ symbolem M3y 3(R).

Dla danych macierzy A, B € M3x3(R), A = [ai;], B = [b;;] okredlamy
dzialania dodawania oraz mnozenia odpowiednio wzorami

(8.1) A+ B = [ag] + [by] = [as; + bij]
3
(8.2) AB = [aij][bij] = [Z aikbkj] .
k=1

Mnozenie przez skalar t € R definujemy wzorem
(8.3) tA = tlai;] = [taij] .

Dla wektora X = (§> definiujemy dziafanie macierzy na wektor nastepu-
jaco

ai; a2 a3 T a11T + a2y + a132
(8.4) AX = |a21 a2 as| |y | =|axz+ axny+axz

a3y as2 as3 z a31T + a3y + aszz

Wektor ( g ) mozemy traktowaé jak macierz prostokatna rozmiaru 3x1.Wtedy
dzialanie macierzy na wektor jest po prostu szczegdlnym przypadkiem mmno-
zenia dwéch macierzy.

Fakt 8.6. Niech F: R3 — R3 bedzie liniowe. Wowczas istnieje jedyna ma-
cterz kwadratowa stopnia 3, odpowiadajgca przeksztalceniu F.

Dowéd. Niech X = (%) bedzie dowolnym wektorem. Wéwczas
F(X) = F(xlEl + 29 By + $3E3) = mlF(El) + QCQF(EQ) + $3F(E3) =
T
= (F(B) F(By) F(B)) |2,
T3
a poniewaz F' jest jednoznacznie wyznaczone przez okreélenie wartosci, jakie
przyjmuje na dowolnej trojce wektorow liniowo niezaleznych, wiec macierz

(F(E1) F(E2) F(E3)) jest jedyna macierza odpowiadajaca przeksztalceniu li-
niowemu F'. |
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8.3. Przyklady przeksztalcen

Szczegélnym przykladem liniowego przeksztalcenia przestrzeni R? jest prze-
ksztatcenie tozsamosciowe (identycznosciowe) Id: R? — R3 postaci Id (X) =
X. Macierza tego przeksztalcenia jest macierz

0 0

df 0],
1

1
(8.5) I=10 1
0 0
ktora nazywamy macierzq jednostkowg.

Definicja 8.7. Rzutem prostopadlym wektora U na prosta w przestrzeni,
rozpinang przez wektor V nazywamy taki wektor W lezacy na tej prostej,
ze U —W LV (patrz rys. 1). Wektor W oznaczamy przez Py (U).

z

Rysunek 1

Przyktad 8.8. Rozwazmy rzut P, na plaszczyzne rozpinang przez wektory
Ey i By Niech X = () oraz Py (X) = (Z)

z
Jest jasne, ze ' =z, y =y oraz 2/ = 0 (por. rys. 2), czyli

P (1)) = (k).

. . . .. . 1
wiec Py jest przeksztalceniem liniowym o macierzy (8

oo
oo

) |
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Rysunek 2

Podobnie, jak w przykladzie 8.8, rzut P, na ptaszczyzng rozpinang przez
wektory Fy i E3 oraz rzut P,, na plaszczyzne rozpinana przez wektory Fy
i E3 sa przeksztalceniami liniowymi o macierzach

oraz

Przyktad 8.9. Rozwazmy obrét R, g o kat 6 € R w plaszczyznie rozpinanej
przez wektory Fj i FEy (wokdl prostej rozpinanej przez wektor Ej). Niech
X = (g) oraz R, (X) = (;;) Zauwazmy najpierw, ze z' = z, poniewaz

z
obrét zachodzi w plaszcezyznie rozpinanej przez wektory Fy i Ey (por. rys. 3).

Rozwazmy zatem rzut wektora (sz) na plaszczyzne rozpinang przez wektory

FEy i Es, tj. wektor (%) Wéwcezas

T z cos—ysin 6
Rz’g ((?(J))) = | zsinf+ycosb |,
0

a zatem

x xcosf—ysin @
Rz,@ ((g)) = | zsinb+ycosb |,
z



8.3. Przyklady przeksztatcen 93

Re (X)

Rysunek 3

cosf —sinf 0
). n

wiec R, g jest przeksztalceniem liniowym o macierzy (gina cosf 0
’ 0 0 1

Podobnie, jak w przykladzie 8.9, obrét R, s o kat 6 € R w plaszczyznie
rozpinanej przez wektory Es i E3 (wokél prostej rozpinanej przez wektor
E1) oraz obrét Ry, o kat 6 € R w plaszczyZnie rozpinanej przez wektory
E; i E3 (wokél prostej rozpinanej przez wektor Es) sa przeksztalceniami
liniowymi o macierzach

R 10 0
m (Ra) = (8 ot ;z;%@)

oraz

60 —sinf
m(Ry’9>: (COS 1 Sén )

sinf 0 cosf
Przyklad 8.10. Rozwazmy symetri¢ S, wzgledem prostej rozpinanej przez
wektor Ey. Niech X = (2:) oraz Sy (X) = (Z/)

z
Jest jasne, ze ' =z, y = —y oraz 2/ = —z (por. rys. 4), czyli

s:((1) = (2).

wiec S, jest przeksztatceniem liniowym o macierzy (

oo

0 0
-10 ). ]
0 —1
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Sz (X)
Rysunek 4

Podobnie, jak w przykladzie 8.10, symetria S, wzgledem prostej rozpi-
nanej przez wektor Fo oraz symetria S, wzgledem prostej rozpinanej przez
wektor E3 sa przeksztalceniami liniowymi o macierzach

-10 0
m(s) = (§14)
oraz
-10 0
m(S,) = ( 0 —10>.
0 01
Przyktad 8.11. Rozwazmy symetrie¢ S, wzgledem plaszczyzny rozpinanej

przez wektory Ei i Eo. Niech X = (é) oraz Syy (X) = (;’) Nietrudno
Z/
zauwazy¢, ze ©’ = x, 3y’ =y oraz 2/ = —z (por. rys. 5), czyli

s (1)) = (%),

. . . .. . 1
wiec Sy jest przeksztalceniem liniowym o macierzy (8

oo

0
0 ) |
—1
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Rysunek 5

Podobnie, jak w przykladzie 8.11, symetria S,. wzgledem ptaszczyzny
rozpinanej przez wektory Fo i Fs oraz symetria S,, wzgledem plaszczyzny
rozpinanej przez wektory Fq i E3 sa przeksztalceniami liniowymi o macier-
zach

).

-1

m (Sy.) = ( 8

oo
=OO

oraz

m (S,2) = (

(=Xl

0
-1
0

[ ele]

8.4. Jadro i obraz

Definicja 8.12. Jgdrem przeksztalcenia liniowego F': R? — R? nazywamy
zbiér ker F = {X € R?: F(X) = 0}.

Zauwazmy przy tym, ze jadro przeksztalcenia liniowego F' jest przeciw-
obrazem zbioru {0}, tzn. ker F = F~1({0}).

Definicja 8.13. Obrazem przeksztalcenia liniowego F': R? — R? nazywamy
zbiér im F = {F(X): X € R3}.
Przyklad 8.14. Rozwazmy macierz A = ((1) z 2) przeksztaltcenia liniowego

Fy: R3 — R3. Z definicji, jadrem przeksztalcenia Fy jest zbiér
ker Fy = {X € R®: F4(X) =0}. Jesli X = (g) jadro przeksztalcenia Fu
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mozemy interpretowaé jako zbiér rozwiazan ukladu réwnan

z+5y+ 82 =0,
y+2=0,
x4+ 32 =0,

skad x = —3z oraz y = —z. Zatem ker F' = {t (—?1) 1t e R}, czyli jadrem

. . . 3
przeksztatcenia F4 jest prosta rozpinana przez wektor ( 11 )

Zmnajdziemy obraz przeksztalcenia F4. Niech X = (g) Mamy

im Fy = {Fa(X): X € R} = {Fa ((1)) 12,9, 2 € R} =
— {2FA(By) + yFa(Bs) + 2Fa(Es) : 2,y,2 € R} =

={a(3) +u(§) +=(3) oz eR) =
={z (D) +v(§)+=0((1) +(§) :ovzer} =
:{(x—i-?)z ((1)) y—l—z)(Z):w,y,zeR},

. 1 5 . .
zatem im F')y = {s ((1)> +t ((1)) 18, t € R}, czyli obrazem przeksztatcenia Fu
1 5
jest plaszczyzna rozpinana przez wektory ((1)> oraz ( ! ) |

5. Wyznacznik macierzy

W podrozdziale 6.5 zdefiniowaliSmy pojecie wyznacznika trzech wektoréw.
Jak wiadomo, kolumny macierzy [a;;] € M3x3(R) mozna utozsamié¢ z wek-

. all a12 a13 . . . .

torami (321), (gzz) oraz (g%). Nic zatem nie stoi na przeszkodzie, aby
31 32 33

zdefiniowaé pojecie wyznacznika macierzy.

Definicja 8.15. Wyznacznikiem macierzy A = [a;;] € M3x3(R) nazywamy
liczbe

thdea 1) det A;; (5 =1,2,3),

gdzie A;j € Mayxa(R) jest macierza powstala z macierzy A przez wykresle-
nie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny. Zauwazmy, ze prawa strona réwnosci
zalezy od j. Okazuje sie jednak, ze bez wzgledu na to czy za j weZzmiemy 1,
2 czy 3, wynik bedzie taki sam.
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Wyznacznik macierzy A = [a;;] € M3x3(R) oznaczaé bedziemy analogicznie
jak wyznacznik macierzy kwadratowej stopnia 2, tzn.

aip aiz2 ais
(8.6) det A = a21 a2 43| .
azp asz2 as3

Wprowadzajac oznaczenie C;; = (—1)"7 det A;; mamy

3
(87) det A= Z aijC’ij.
=1

Liczbe¢ C;; nazywamy dopetnieniem algebraicznym lub kofaktorem elementu
a;; macierzy A.

8.6. Odwracalnosé przeksztalcen

Przedstawimy teraz pokrétce zwiazek miedzy macierzami a ukladami réw-

nan liniowych z trzema niewiadomymi. Niech A = [a;;] € Ma3x3(R) be-

dzie dana macierza oraz X,Y € R3. Dla ustalonych y;,%2,y3 € R niech
Y1 . T . . . .

Y = (53) Niech X = (gg) Woéwezas rownaniu macierzowemu

(8.8) AX =Y
odpowiada ukltad réwnan
a1171 + a12r2 + a1373 = Y1,
(8.9) a2171 + G222 + a2373 = Y2,
a31T1 + a3z + az3T3 = Y3,
gdzie x1, x2, x3 s§ niewiadomymi.
Jedli det A # 0, to uklad (8.9) ma jedyne rozwiazanie. Wéwczas wzory

(7.23) mozna zapisa¢ w postaci

_ 1
~ det A “

7

3
=1

gdzie Cy jest dopelnieniem algebraicznym elementu a;; macierzy A.

Twierdzenie 8.16. Niech A € M3sx3(R) bedzie dang macierzq przeksztal-
cenia liniowego Fa oraz niech Y € R3 bedzie ustalonym wektorem. Wéwczas
dla X € R® mamy

(1) Uklad AX =Y ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy Y € im Fjy.

(2) Jesli Xo jest rozwigzaniem ukladu AX =Y, to zbiorem wszystkich
jego rozwigzan jest zbior {Xo+ U : U € ker Fx}.
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Dowéd. Punkt (1) jest oczywisty. Udowodnimy jedynie punkt (2).
Niech Xy bedzie rozwiazaniem ukladu AX =Y, tzn. AXy =Y. Za-
uwazmy, ze

AX = A((X — Xo) + Xo) = A(X — Xo) + AXp.

Woéwezas X jest rozwiazaniem uktadu AX =Y wtedy i tylko wtedy, gdy X
jest rozwigzaniem ukladu

AX = Xo) + AXo =Y.

A zatem, poniewaz AXy =Y, X jest rozwigzaniem ukladu AX =Y wtedy
i tylko wtedy, gdy

A(X = Xo) =0,
wiec X — Xg € ker F4. |
Przyklad 8.17. Rozwazmy uktad réwnan

AX =Y,

101
gdzie A = ((1) L (1)) jest macierza przeksztalcenia liniowego F4 oraz Y =

Y1y . . . 1 1 0 . .
(gg) jest dany. Zauwazmy, ze ((1)) = ((1)) + (}1>, wiec det A = 0. Zgodnie
z twierdzeniem 8.16 powyzszy uklad ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy,

gdy Y € im F4. Niech X = (%5) Mamy
imFy = {FA ((%%)) r1,%2,23 € R

-
(o1 (1) o3 (8) 421 (3) snrama e ) =

~{rr () +ra () o ((§) + (1)) mumara v} =
{ )

($1+$3)((1)) CL’2—|—$3 _?1) l’l,xg,l'gER}

skad im Fy = {s((i))—f—t(_ll):s,teR} = {(%%):.’El—LEQ—SL‘g:O},

3
czyli rozwazany uklad ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy y1 —y2—ys =

0.
Jadrem przeksztalcenia Fy4 jest zbiér rozwiazan ukladu
x1 + a3 =0,
x9 + x3 = 0,

xl—x2:0,

skad x1 = —x3 oraz xo = —x3, wiec ker F'y = {t (_%1) (1t e R}.
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Niech Y = (%) Zauwazmy, iz jednym z rozwigzan uktadu
r1 + x3 =4,
To + x3 = 3,

T —x9 =1,
jest wektor Xg = (é) Zatem zgodnie z twierdzeniem 8.16, zbiorem wszyst-
kich rozwiazan powyzszego uktadu jest zbior {(é) +t (i) RS R}, czyli
prosta majaca kierunek wektora ( %1> i przechodzaca przez punkt (é) |

Definicja 8.18. Macierz A jest odwracalna, jesli dla kazdego Y € R? istnieje
jedyne X € R3 takie, ze AX =Y (tzn. dla dowolnego Y € R? uklad réwnan
AX =Y ma dokladnie jedno rozwiazanie).

Jest jasne, ze jesli det A # 0, to macierz A jest odwracalna. Istnieje
wéwcezas macierz odwrotna do A, ktorg teraz wyliczymy. Zauwazmy, ze na
mocy réwnosci (8.10)

1
ATY = —— [Cu] Y,
dev 4 (Ol
skad
1
—1 _
det A [Chal
tzn.
X 1 [Cu Cu Cxn
8.11 A7 = —— | Cp Cypn C
(8.11) dot A4 | G2 Oz O
Ciz3 Ca3 Cs3
Definicja 8.19. Macierzq dolgczong do macierzy kwadratowej A = [aj;]

nazywamy macierz
., df
adj A < [Cy]" = [Cyil,

gdzie C;; jest dopetnieniem algebraicznym elementu a;; macierzy A.

Rownosé (8.11) mozna zatem zapisa¢ w postaci
1
~ det A

Twierdzenie 8.20. Niech F: R3 — R3 bedzie przeksztalceniem liniowym.
Wowczas nastepujgce warunki sg rownowazne

(8.12) A1

adj A.

(1) F jest odwracalne.
(2) det F' # 0.
(3) ker F = {0}.
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(4) F jest injekcjq.
(5) im F = R3.
(6) F jest surjekcjq.

Dowéd.
(1) = (6)

Skoro F jest odwracalne, to dla kazdego Y € R? istnieje jedyne X € R3
takie, ze F(X) =Y. Zatem w szczegdlnosci F' jest surjekcja.

(6) <= (5)

To tautologia!

(5) = (4)

Niech im F = R3. Przypusémy, ze I nie jest injekcja. Wowezas dla pewnych
X, X' € R® X # X' zachodzi F(X) = F(X'), tzn. F(X) — F(X') = 0.
Z liniowosci F otrzymujemy, ze F(X — X’) = 0. Polézmy ¥ = X — X'.
Oczywiscie Y # 0. Niech Y = (%é ) Wéwcezas

F(Y) =y F(Ey) + yo F'(E2) + ysF(E3) =0,

wiec wektory F(Ey), F(E2) oraz F(Es3) sa liniowo zalezne. A zatem jeden
z wektoréw F(Ey), F(Ey), F(E3) jest kombinacja liniowa pozostalych. Bez
straty ogdlnosci przyjmijmy wiec, ze dla pewnych «, 5 € R

F(E3) = aF(Ey) + BF(E»).
Woéwezas
imF = {F (%)) 1 T1,T2,x3 € ]R} =
={21F(E1) + 2o F(E3) + x3F(E3) : ©1, 12,23 € R} =
= {21 F(Ey) + 22 F (Es) + z3(aF (E1) + BF(E)) : x1, 22,23 € R} =
= {(z1 + ax3)F(Ey) + (x2 + Bx3)F(Es) : x1, 22,23 € R},

zatem im F = {sF(E;) +tF(Es):s,t € R}, czyli obrazem przeksztalce-
nia F' jest plaszczyzna (by¢ moze zdegenerowana) rozpinana przez wektory
F(E1) oraz F(E3), co jest sprzeczne z zalozeniem, ze im F = R3.

(4) = (3

Niech F' bedzie injekcja. Przypusémy, ze ker F' # {0}, tzn. F(X) = 0 dla
pewnego X # 0. Z liniowosci F' w szczeg6lnosci wynika, ze F/(0) = 0. A za-
tem F'(X) = F(0) dla X # 0, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze F jest
injekcja.

B) = (2)
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Niech ker F' = {0}. Przypusémy, ze det F' = 0, tzn. det (m (F)) = 0. Po-
niewaz m (F') = (F(E,), F(E2), F(E3)), wigc wektory F(E;), F(E;) oraz
F(F3) sa liniowo zalesme, tzn. dla pewnych 1,292,273 € R takich, ze 2% +
z3 + 23 > 0 mamy

.Z'lF(El) =+ ng(EQ) + 1‘3F(E3) = 0,

skad F ((% )) = 0, wiec (%é) € ker F', co jest sprzeczne z zalozeniem, ze
ker ' = {0}.

2) =)

Zalézmy, ze det F # 0, tzn. det (m (F)) # 0. Woéwezas dla dowolnego Y € R3
uklad m (F') X = Y ma dokladnie jedno rozwiazanie, wigc przeksztalcenie
F jest odwracalne. |

8.7. Diagonalizacja i rozklad Jordana

Definicja 8.21. Niezerowy wektor U € R3 nazywamy wektorem wlasnym
macierzy A (przeksztalcenia liniowego F'), jesli istnieje A € R taka, ze AU =
AU (F(U) = AU odpowiednio).

Definicja 8.22. Jedli dla A € R istnieje niezerowy wektor U € R3 taki,
ze AU = AU (F(U) = AU), to A nazywamy wartoScia wlasna macierzy A
(odpowiednio: przeksztalcenia liniowego F).

Fakt 8.23. Jesli A1, Ao, A3 € R sq roznymi wartosciams wlasnymi macierzy
A, 205 Uy, Uy, Uz € R® — odpowiadajgcymi im wektorami wlasnymi, to Uy,
Us © Us sq liniowo niezalezne.

Dowéd. Niech Aq, A2, A3 € R beda réznymi wartosciami wlasnymi macierzy
A, zaé Uy, Uy, Uz € R? — odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi.

Zauwazmy najpierw, ze wektory U; i Us nie sg wspoétliniowe, tzn. sa
liniowo niezalezne. Istotnie, gdyby Uy oraz Us byly wspétliniowe, to istnia-
taby o € R taka, ze Uy = aUsy lub istniataby 5 € R taka, ze Uy = pU;.
Przypusémy zatem, ze np. U; = alUs. Wowczas

)\1U1 = AU1 = A(OéUQ) = OéAUg = Oé)\QUQ = )\2(OZU2) = )\2U1,

skad (A1 — A2)Up = 0, wiec A\; = g, co jest sprzeczne z zalozeniem, ze
A1 # A2. Podobnie zadne dwa spoéréd trzech wektoréw Uy, Us i Us nie sg
wspoéltliniowe. Pokazemy teraz, ze cata trojka jest liniowo niezalezna. Przy-
pusémy, ze wektory Uy, Us i Us sa liniowo zalezne. Wowczas dla pewnych
a1, a9, a3 € R spetiajacych a? + a3 + a2 > 0, zachodzi réwnosé

011U1 + 042U2 + OégUg =0.
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A zatem jeden z wektoréw Uy, Us i Us jest kombinacja liniowa pozostatych.
Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze dla pewnych S, 82 € R
Us = p1Uy + B2Us.
Wéwcezas
AUz = A(B1U1 + B2Usz) = B1AUL + B2 AUz = B1 U1 + BaroUs.
7 drugiej strony

AUz = A3Uz = B1A3U1 + B2 A3Us.
Stad
B1A1UL + BaA2Us = B1A3Ur + BaA3Us,
czyli
Br(A1 — A3)Ur + B2(A2 — A3)Uz = 0.
Poniewaz wektory Uy i Us sa liniowo niezalezne a A1 # A3 oraz Ao # Aj,
wiec z powyzszej réwnosci wynika, ze 1 = 2 = 0, skad Us = 0. Otrzymana
sprzecznos¢ konczy dowdd. |

Definicja 8.24. Wielomianem charakterystycznym macierzy kwadratowej
A = [ai;] € M3x3(R) (przeksztalcenia liniowego F') nazywamy wielomian
X4: R — R (odpowiednio: yp: R — R) dany wzorem
ail —x a2 a3
XA () 4 det (A —zl) = det ao1 a99 — T as3
asi as2 az3 — &

(odpowiednio: xr () & det (F —zId)).
Nietrudno sprawdzi¢, ze dla dowolnej macierzy kwadratowej stopnia 3
zachodzi réwnosé
(8.13) xa(x) = =23 +tr A- 2% —tr(adj A) - + det A,
gdzie adj A jest macierzg dotaczong do macierzy kwadratowej A.

Fakt 8.25. Liczba rzeczywista N\ jest wartoscig wlasng macierzy A (prze-
ksztalcenia liniowego F) wtedy i tylko wtedy, gdy \ jest pierwiatkiem x
(odpowiednio: xr).

Dowéd.
(=)

Zalozmy, ze A € R jest wartodcia wlasna przeksztalcenia liniowego F. Wow-
czas (na mocy definicji 8.22) istnieje niezerowy wektor U € R3 taki, ze
F(U) = AU, tzn.

(F — ALd)(U) = 0,
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skad
ker (' — \Id) # {0},

co na mocy twierdzenia 8.20 jest réwnowazne warunkowi
det (F — AId) = 0,

tzn. xp (A) = 0, czyli A jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego
przeksztatcenia liniowego F'.

(=)
Zalozmy, ze A € R jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego prze-
ksztalcenia liniowego F', tzn xr (A) = 0. Czyli zachodzi réwnosé
det (F — A\Id) = 0,
co na mocy twierdzenia 8.20 jest réwnowazne warunkowi
ker (F — \Id) # {0} .
Istnieje zatem niezerowy wektor U € R3 taki, ze
(F = AId)(U) =0,
tzn.
FU) = MU,
czyli A € R jest wartoscia wlasng przeksztalcenia liniowego F'. |
Zauwazmy, iz z faktu 8.25 wynika w szczegdlnosci, ze macierz A rozmiaru

3 X 3 ma co najwyzej trzy warto$ci wlasne, bo degxa = 3. Co wiecej,
z wniosku 6.16 wynika ponizsza

Uwaga 8.26. Macierz A € M3x3(R) ma zawsze rzeczywista warto$é wla-
sna.

Twierdzenie 8.27. Niech Uy, Us, Uz € R3 bedg liniowo niezaleznymi wek-
torami wilasnymi macierzy A, a A, Ao, A3 € R — odpowiadajgcymi im

wartoSciami wiasnymi. Wowczas macierz A mozna przedstawi¢ w postaci
A 0 0

A = PDP!, gdzie D = ( 81 /\02 /\0 ) a P jest macierzq, ktorej kolumna-
3

mi, odpowiednio pierwszg, drugg i trzecig, sq wektory Uy, Uy oraz Us, tzn.

P=(u0,Us).

Dowdéd. Analogiczny, jak w przypadku, gdy A € Maya(R) (patrz dowdd
twierdzenia 4.9). [ |
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Rozwazmy liniowo niezalezne wektory U, V, W € R3. Wiemy, ze dowolny
wektor X € R3 mozna zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej wektoréw U,
ViW, tzn.

(8.14) X =uU 4+ 0V +wW,
gdzie u,v,w € R. Zbiér B = {U,V,W} jest zatem baza przestrzeni R3.
Zauwazmy, ze funkcje

fiiRP =R, fi(X)=u
(8.15) forRP =R, foX) =1

f3:RP =R, f3(X) =w;
zadaja nowy uklad wspélrzednych w przestrzeni R3. Wspotrzednymi wek-
tora X w bazie B (w ukladzie wspdlrzednych zadanym przez funkcje f1, fo

oraz f3) sa, odpowiednio pierwsza, druga i trzecia, liczby w, v oraz w, co
zapisujemy jako

(8.16) X]z=|v

(8.17) (X]=| v

Nawiasy kwadratowe bedziemy stosowali celem odréznienia od standardo-
wego ukladu wspdlrzednych (tj. wyznaczonego przez wektory Fi, Eo i E3).

Definicja 8.28. Liniowym ukladem wspélrzednych w przestrzeni R? nazy-
wamy funkcje fr: R? — R, gdzie k = 1,2, 3, zwiazane z pewnym ukladem
liniowo niezaleznych wektoréw U, V, W € R? warunkiem

VX eR® X = fi(X)U + fo X)V + fs(X)W.

Fakt 8.29. Funkcje fr: R® — R, gdzie k = 1,2,3, zadajg liniowy uktad
wspdlrzednych w przestrzeni R? wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje odwracalna
macierz M € Msy3(R) taka, ze dla dowolnego X € R® zachodzi réwnosé

J1(X)
£(X) | = Mx.
f3(X)
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Dowdd.
(=)

Zalézmy, ze funkcje fr: R? — R, gdzie k = 1,2,3, zadaja liniowy uklad
wspélrzednych w przestrzeni R3. Wéwczas, zgodnie z definicjg 8.28, dowolny
wektor X € R? mozna przedstawi¢ w postaci

X = f(X)U + fo(X)V + f3(X)W,

gdzie U, V,W € R? sa pewnymi liniowo niezaleznymi wektorami zwigzanymi
z funkcjami fi, k = 1,2, 3. Powyzsza réwnos¢ mozna zapisa¢ jako

S1(X)

X=P| fo(X)],

f3(X)
gdzie P = (U v w ). OczywiScie macierz P jest odwracalna, bo wektory U,
V oraz W sa liniowo niezalezne. Kladac M = P~! mamy teze.

(=)
Odwracamy rozumowanie. |

Fakt 8.30. Niech A € M3yx3(R) bedzie macierzq przeksztalcenia liniowe-
go F:R3 — R3, Msx3(R) 3 B = [b;j], 2a§ P € Msx3(R) — macierzq
odwracalng, ktorej kolumnami, odpowiednio pierwszq, drugq i trzecig, sq li-
niowo niezaleine wektory X1, X2, X3 € R3, tzn. P = (X1 X2 X3). Wowczas
nastepujgce warunki sqg rownowazne

(1) A= PBP~ .
3
(2) F(Xp) =Y bpX; dlak=1,2,3.
=1
Dowadd.
(2) = (1)

3
Zalézmy, ze F(X;) = by X; dla k = 1,2,3. Wéwezas

=1
bik

AXp= (X1 Xp X3) by | (k=1,2,3),
bsk

czyli

bir b2 b3
A(Xl Xa X3>:(X1 Xs X3> bar baa b2z |,
b31 b3z b33
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tzn.
AP = PB.
skad
A=PBP .
(1) = (2)
Odwracamy rozumowanie. |

Zauwazmy, ze warunek (2) faktu 8.30 mozna zapisa¢ w postaci

b1
(8.18) [F(Xg)] = | b | (k=1,2,3).
b3k

Wobwczas

bi1 b2 b3
(8.19) [(F(X1) F(X2) F(X3))| = |bar ba bos|,
b3 b32 b33

czyli B = [b;;] € M3x3(R) jest macierza przeksztalcenia F: R3 — R? w ba-
zie B = {X1, X2, X3} przestrzeni R3. Ponadto, skoro A = PBP~! (macierz
A jest macierza przeksztalcenia F' w standardowej bazie £3 przestrzeni R?),
to

(8.20) det A = det B,
(8.21) tr A = tr B.

Istotnie, na mocy faktu 2.35 oraz faktu 4.5 mamy odpowiednio

det A = det PBP™' = det BP~'P = det B
oraz
trA=trPBP ' =tr BP~'P =trB.

Twierdzenie 8.31. Niech A € M3y«3(R). Wowczas istnieje macierz odwra-
calna P taka, Ze macierz A mozna przedstawié¢ w postaci A = PJP~1, gdzie

A00 200 A
Jp = (8’62) lub Jo = (ggi) lub J3 = (8%\?\) przy czym dopuszczamy

A= piflub p = v. Stale \, p i v sq warto$ciami wlasnymi macierzy A i
mogq byc zespolone!
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Dowdd. Niech A € M3y3(R) i niech F' bedzie przeksztalceniem zadanym
macierzg A. Poniewaz wielomian charakterystyczny jest stopnia 3, macierz
A ma co najmniej jedna rzeczywista warto$¢ wiasna A i odpowiadajacy jej
wektor wlasny X.

Niech 7 bedzie ptaszczyzng prostopadla do wektora X, wektory Y, Z
dowolnymi wektorami rozpinajacymi 7 i niech P; oznacza rzut prostopadty
na plaszczyzne 7. Z dwuwymiarowego twierdzenia Jordana przeksztalcenie
F : m — 7 zadane wzorem F(X) = Pr(AX) ma w pewnej bazie Y, Z'

. (v 1 w0
macierz postaci (0 y) lub (O 1/>

A zatem w bazie X, Y’, Z' macierz przeksztalcenia F' przyjmuje postaé
Aab Aab . . .
(8 % 1) lub (8 % 0 > Liczby p, v, a i b oraz wspdlrzedne wektoréw Y’ i Z’
1% v
wyrazonych w bazie {Y, Z} moga by¢ liczbami zespolonymi! Pozostaje po-
kazaé, ze zawsze mozemy pozby¢ sie z tej macierzy wyrazéw a i b umiejetnie
zmieniajac baze.

(1) Zajmijmy sie najpierw pierwszym przypadkiem. Sprébujmy zmo-
dyfikowaé trzeci wektor bazowy Z” = Z' — cX. Wtedy

FZ"=FZ'—cFX =bX +Y' 4+ vZ —cAX =
=v(Z —cX)+veX —cAX +bX +Y' =
=vZ"+Y' +(b—cA—v)X
(a) Jesli zalozymy, ze A # v i weZmiemy ¢ = %, macierz prze-
ksztalcenia F' w bazie X, Y’, Z” bedzie miala postac (g\ % g)
Wezmy teraz Y/ =Y’ — dX. Wtedy
FY" = F(Y' —dX) =
=FY' —dFX =aX +vY —d\X =
=v(Y' —dX)+dvX —d\X +aX =
=vY" 4+ (a—d\—v))X

Wystarczy teraz wzia¢ d = 1%, by w bazie X, Y, Z" macierz

F' miala postaé (é‘ % (1)) czyli postaé Jo z twierdzenia.
v
(b) Sytuacja bedzie nieco bardziej skomplikowana gdy zalozymy,
ze X = v. Musimy wtedy wzia¢ Z"” = Z' — c¢Y’. Mamy

FZ"=FZ —cFY' =
=bX+Y' +vZ —caX —avY' =
=v(Z' —cY )+ Y —eavY' + Y + X — caX =
=vZ"+Y' +(b—-ca)X



108

8. Przeksztalcenia liniowe R3 i macierze

Zatézmy, ze a # 0 i wezmy ¢ = g. Wtedy macierz przeksztat-

. . . . (Aa0
cenia F' w bazie X, Y’', Z” jest postaci (8 ¥ 1).
v
Jedli natomiast @ = 0, mozemy zamieni¢ dwa wektory bazowe

i macierz F' w bazie X, Z’', Y’ jest tej samej postaci (é‘ % (1))
Sa teraz dwie mozliwosci. Jedli w ostatniej macierzy b = 0,
macierz jest postaci Jy z twierdzenia. Jesli b # 0 dzielimy
wektor bazowy odpowiadajacy drugiej kolumnie przez b i w

nowej bazie macierz przyjmuje postaé Js.

(2) Teraz zajmijmy sie drugim przypadkiem.

(a)

Jezeli A # v, wezmy Z" = 7' — cX. Wtedy
F7Z"=FZ7 —cFX =bX +vZ —cAX =
=v(Z' —cX)+veX —cAX +bX =
=vZ"+(b—-cA—v)X

/1 - b . . .
Jesli przyjmiemy ¢ = 52, macierz przeksztalcenia F' w bazie

A
X, Y’ Z" bedzie miala postaé (8 gL 8). Jesli A # u, biorac

Y=Y — 32X dostaniemy macierz postaci Ji. Jesli A = p,
mamy dwie mozliwosci. Albo ¢ = 0 i nie musimy nic robi¢,
albo a # 0 i bioragc Y = %’ i zmieniajac kolejnos¢ elemen-
téw bazy dostaniemy w bazie Z”, X, Y” macierz postaci Jy z
twierdzenia.

Jesli natomiast A = v, biorgc Z” = Z/ — ¢Y’ mamy
F7Z"=FZ7 —cFY' =
=bX +vZ —caX —cvY' =
=v(Z —cY)+ Y — oY +bX — caX =
=vZ"+(b—ca)X
Zatézmy, ze a # 0 i wezmy ¢ = 2. Wtedy macierz przeksztal-

. . . . AaO
cenia F' w bazie X, Y’, Z" jest postaci (0 m 0).
00v
Jedli natomiast @ = 0, mozemy zamieni¢ dwa ostatnie wektory

bazowe i macierz F' w bazie X, Z', Y’/ jest tej samej postaci

00v
b = 0, macierz jest postaci J; z twierdzenia. Jesli b # 0 dzieli-

my wektor bazowy odpowiadajacy drugiej kolumnie przez b i
po przerzuceniu ostatniego wektora bazowego na poczatek w
nowej bazie macierz przyjmuje postac¢ Js.

AbO . e s .. .
(0 p0 ) Sa teraz dwie mozliwosci. Jedli w ostatniej macierzy



Rozdziat 9

Izometrie
przestrzeni R3

9.1. Izometrie

Definicja 9.1. Przeksztalcenie F': R? — R3 nazywamy izometrig, jesli dla
kazdych X,Y € R3 zachodzi |[F(X) — F(Y)| = | X = Y]

Przyktadami izometrii przestrzeni sg w szczegolnosci przeksztatcenie toz-
samosciowe, obroty, symetrie oraz translacje.
. ail ai2 a3 . .
Fakt 9.2. Niech M3x3(R) 3 A = (ggi a22 ggg) bedzie macierzq przeksztal-
cenia liniowego F: R? — R3. Wéwczas nastepujgce warunki sq réwnowasine

(1) A jest macierzq izometrii liniowej.
(2) Kolumny A sq prostopadle i majqg diugosé 1.
(3) ATA=1.
(4) Wiersze A sq prostopadie i majg diugosé 1.
(5) AAT =1.

Dowéd.

(1) = (2)

Zalézmy, ze A jest macierzg izometrii liniowej F': R? — R3. Oczywiscie
kolumnami A, odpowiednio pierwsza, druga i trzecia sa odpowiednio wektory
F(Ey), F(E2) oraz F(E3). Poniewaz A zachowuje dlugoéci i iloczyn skalarny,
wektory te, podobnie jak wektory E7, EsiFEs3 sa prostopadle i majg dtugosé
jeden.
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2) = (3)

Zal6zmy, ze kolumny A sg prostopadte i majg dlugosé 1.Wystarczy zauwa-
zyé, ze wyrazy macierzy ATA to iloczyny skalarne odpowiednich kolumn
mecierzy A.

air az1 as1\ fain a2 a3
N
A"A= a2 axp aszx| |axn axn axs|=
a13 a3 azz) \az1 azx ass

|
O O =
o = O
_ o O

Il

=

3) = (%)

Zatézmy, ze ATA = I. Wynika (na mocy faktu 2.35 oraz twierdzenia 2.36)
stad w szczegdlnosci, ze macierze AT oraz A sa nieosobliwe. Istnieje zatem
macierz A~'. Wtedy AT = A1, skad

AAT = AAT =1
Analogicznie dowodzi sie implikacji odwrotnej.
(5) <= (4)

Zalézmy, ze AAT = 1. Wystarczy zauwazy¢, ze wyrazy macierzy AAT to
iloczyny skalarne odpowiednich wierszy macierzy A.

ai1 a2 ais a1l az1  asy 1

-
AA" = |az ax axs||a2 axp ax|=|0
azy azz asz) \aiz a3 ass 0

S = O

(3) = (1)
Zalézmy, ze ATA = 1. Na mocy lematu 5.3 mamy
(AX, AY) = <X, ATAY> = (X,Y),

wiec przeksztalcenie liniowe odpowiadajace macierzy A zachowuje iloczyn
skalarny, zatem na mocy lematu 3.5 oraz twierdzenia 3.6 macierz A jest
macierzg izometrii. |

W powyzszym dowodzie korzystalidy z twierdzen udowodnionych w roz-
dziale o przeksztalceniach przestrzeni R?. Sa one prawdziwe réwniez w prze-
strzeni R3.

7 faktu 9.2 wynika, ze jedli przeksztalcenie liniowe F': R? — R3 jest
izometria, to |det F'| = 1. Zauwazmy przy tym, iz implikacja odwrotna nie
jest prawdziwa.

7 faktu 9.2 wynika nastepujacy, bardzo przydatny wniosek
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Whiosek 9.3. Jesli A € M3y 3(R) jest macierza izometrii, to A jest odwra-
calna oraz A~! = AT,

9.2. Klasyfikacja izometrii R?

Niech F bedzie liniows izometrig R3. Poniewaz wielomian charakterystyczny
F jest trzeciego stopnia, ma pierwiastek A, ktéry jest wartoécig wilasng F'.
Oznacza to, ze istnieje wektor wlasny v € R3 o diugosci 1 taki, ze

F(v) =M
Poniewaz F' jest izometria, mamy 1 = ||F(v)|| = |[|[\v] = |A| ||v]| = || skad
wnioskujemy, ze A =1 lub A = —1.

Rozwazmy teraz wektor w prostopadly do v. Poniewaz (F(v),w) =
(A, w) = X {v,w) = 0, wektor F'(v) réwniez jest prostopadly do w. A zatem
biorac wektory prostopadte do v i dzialajac na nie przeksztalceniem F' be-
dziemy zawsze otrzymywaé wektory prostopadte do v. Mozna zatem obciaé
F' do ptaszczyzny 7 prostopadlej do wektora v.

NiechG : m — mbedzie dane wzoremG(w) = F(w)

Otrzymane w ten sposéb G jest izometria plaszczyzny a wiec obrotem
lub symetrig wzgledem prostej przechodzacej przez zero.

Mamy teraz cztery mozliwosci:
(1) A=1, G jest obrotem o kat 6
(2) A=1, G jest symetria wzgledem pewnej prostej
(3) A =—1, G jest obrotem o kat 0
(4) A= —1, G jest symetriag wzgledem pewnej prostej [
W przypadku (1) przeksztalcenie F' jest obrotem o kat 6 wokdl prostej
przechodzacej przez 0, majacej kierunek wektora v.

W przypadku (2) jest symetria wzgledem plaszczyzny generowanej przez
prosta [ i wektor v.

W przypadku (3) jest zlozeniem obrotu o kat 6 wokodl prostej generowa-
nej przez wektor v i symetrii wzgledem plaszczyzny .

W przypadku (4) jest symetria wzgledem prostej | czyli obrotem wokét
tej prostej o kat 180V.

Analizujac powyzsze cztery przypadki mozna wyciggnaé nastepujacy
wniosek.

Twierdzenie 9.4. Kazda izometria R? jest zlozeniem obrotu wokdl prostej
1 symetrii wzgledem plaszczyzny.






Rozdziat 10

Powierzchnie drugiego
stopnia

10.1. Macierze symetryczne

Definicja 10.1. Macierz kwadratowa A nazywa sie symetryczna, jesli A =
AT,

Definicja 10.2. Przeksztalcenie liniowe F': R? — R3 nazywamy symetrycz-
nym, jesli m (F) jest symetryczna.

Fakt 10.3. Macierz A jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowol-
nych wektoréw X,Y € R? zachodzi réunosé (AX,Y) = (X, AY).

Fakt 10.4. Przeksztalcenie liniowe F: R3 — R3 jest symetryczne wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnych wektorow X,Y € R3 zachodzi réwnosé
(F(X),Y) = (X, F(Y)).

Lemat 10.5. Niech U bedzie wektorem wiasnym symetrycznego przeksztal-
cenia liniowego F: R — R3. Wiéwczas dla X € R3, jesli (X,U) = 0, to
(F(X),U) = 0.

Dowéd. Niech U bedzie wektorem wlasnym symetrycznego przeksztalce-
nia linjowego F: R? — R3, za§ A — odpowiadajaca mu wartoscia wilasna.
Zalézmy, ze dla X € R3 zachodzi réwnosé (X, U) = 0. Wéwezas

(F(X),U) = (X, F(U)) = (X, \U) = \ (X, U) = 0. m

Twierdzenie 10.6 (Twierdzenie spektralne). Niech A € Mazy3(R) bedzie
macierzg symetryczng. Wowczas istniejg wektory witasne U, V i W macierzy
A takie, ze |U|| = [|[V| = ||W| =1 oraz (U, V) = (UW) =(V,W) =0.

113



114 10. Powierzchnie drugiego stopnia

Dowéd. Niech A € R bedzie wartoscia wlasna macierzy A € Msy3(R)
(zgodnie z uwaga 8.26 taka wartos¢ wlasna istnieje), zas U odpowiadajacym
jej wektorem wilasnym. Ponadto, niech F': R? — R? bedzie przeksztalceniem
liniowym, odpowiadajacym macierzy A.

Niech A = {X € R3: (X,U) = 0} bedzie plaszczyzna prostopadla do
wektora U. Z lematu 10.5 wynika, ze F(A) C A. Okre$lmy przeksztalcenie
G: A— A wzorem G(X) = F(X). Poniewaz F jest symetryczne, wiec dla
dowolnych wektoréw X,Y € A zachodzi réwnosé (G(X),Y) = (X,G(Y)).

Zatem z twierdzenia 5.4 istnieja wektory wlasne V. W € A przeksztal-
cenia G takie, ze ||[V|| = [|[W|| = 1 oraz (V,W) = 0. Dla pewnych p,v € R
zachodza wiec réwnosci

skad F(V) = puV oraz F(W) = vW, czyli V oraz W sa wektorami wlasnymi
przeksztatcenia F. Co wigcej

VI = (V.V) = (6(V'), (V")) = (V' V') =1,
Wl =W, > (W), p(W)) = (W', W') = 1,
<V,W>=<¢>( o(W')) = (V!,W') = 0.

Oczywiscie V,W € A, wiec (U, V) = (U, W) = 0. [ ]

10.2. Formy kwadratowe

Definicja 10.7. Funkcje Q: R3 — R postaci
Q(X) = a2} + a3 + azzri + 20192172 + 20132173 + 2a237273,

dla X = (%) oraz ai; € R, nazywamy formg kwadratowg trzech zmiennych.

Zauwazmy przy tym, ze Q(X) = (AX, X) co mozemy réwniez zapisa¢ w
formie Q(X) = XTAX, gdzie A = [a;j] € M3x3(R), przy czym a;; = aj; dla
wszystkich 4,5 = 1,2, 3. Macierz A nazywamy macierzq formy kwadratowej

Q, tzn. m (Q) = A.

Rozwazmy macierz A formy kwadratowej () oraz odwracalna macierz
P zadajaca nowy uklad wspélrzednych [X] = PX. Powstaje pytanie, jaka
posta¢ ma macierz A w nowym ukladzie wspotrzednych? Mamy
(10.1)

Q(X) = XTAX = (P! [X])T AP VX = [x]T (P*l)T AP [X].
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Zatem macierz (P_I)T AP~ jest macierza formy kwadratowej Q w nowym
uktadzie wspoélrzednych. Macierz ta jest roéwniez symetryczna. Istotnie,

T T T ™T T
a2 ((P1) art) = ()" aT((P)") = (P) AP
Twierdzenie 10.8. Niech Q: R? — R bedzie formq kwadratowg. Istnieje

prostokgtny liniowy uklad wspdtrzednych zadany przez funkcje fr: R® — R
)
okreslone wzorem fip(X) =), k=1,2,3, w ktérym [X]| = (m’2> oraz

(10.3) Q(X]) = ALfE(X) + Ao f5(X) + Asf3(X),
tzn.
(10.3) QX)) = M(2))? + Aa(h)* + As(x5)”.

Dowéd. Niech A € M3y3(R) bedzie macierza formy kwadratowej Q: R3 —
R. Poniewaz A jest symetryczna, wiec na mocy twierdzenia 10.6 istnieja
wektory wlasne U, V' i W macierzy A takie, ze |U|| = ||V]| = ||W|| = 1 oraz
(U, V) = (U,W) = (V,W) = 0. Dowolny wektor X € R3 mozna przedstawi¢
w postaci kombinacji liniowej wektoréw U, V oraz W, tzn.

X = 21U + 2bV + 24 W,

gdzie o, 2%, 2 € R. Wéwezas funkcje fi: R? — R dane wzorami f(X) =
z), k = 1,2, 3 zadaja prostokatny liniowy uklad wspélrzednych w przestrzeni

a;/
R3, w ktérym [X] = (é ) tzn.

a3
X = fi(X)U + fo(X)V + f3(X)W.
Niech A1, A2, A3 € R beda wartosciami wtasnymi macierzy A, odpowiadaja-
cymi wektorom wlasnym U, V i W. Mamy
QUX]) = QAU + 25V + a3 W) =

= (A (21U + 25V + 23W) 24U + 2V + 25 W) =

= (2} AU + 25 AV + 25 AW, 21U + bV + 25 W) =

= (I MU + 25V + 2y AW, 21U + 2bV + 2 W) =

= Ar(2))? + Aa(ah)? + Az(5)*. |

Uwaga 10.9. Wyrazenie po prawej stronie réwnosci (10.3) lub (10.3’) na-
zywamy postacig kanoniczng formy kwadratowej Q.
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10.3. Powierzchnie drugiego stopnia

Powierzchniami drugiego stopnia nazywamy powierzchnie zadane réwna-
niem postaci

(10.4) (AX, X) +2(B,X) +c=0,
gdzie
ail a2 a3 b1 1
(10.5) A= aip a2 asy |, B = bQ ) X = |,
a3 a3 ass b3 x3

przy czym A # 0, tzn. a;; # 0 dla pewnych 4,5 = 1,2,3. Wyrazy a;;z;x;
nazywamy wyrazami kwadratowyms, wyrazy 2b;x; — wyrazami liniowymi,
zas ¢ — wyrazem wolnym.

Przyktad 10.10. Sfera o srodku w punkcie 0 i promieniu R > 0 (rys. 1)
jest powierzchnia drugiego stopnia o réwnaniu

? +y* +2* = R

Rysunek 1
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Przyktlad 10.11. FElipsoida o Srodku w punkcie 0 jest powierzchnig drugiego
stopnia o réwnaniu
2 2 2
Srhra=1
gdzie a, b oraz ¢ sa pewnymi niezerowymi staltymi (por. rys. 2). Zauwazmy
z

Rysunek 2

przy tym, ze elipsoida o $rodku w 0 jest obrazem sfery o érodku w 0 i pro-
mieniu 1 (czyli sfery o réwnaniu x? + y? + 22 = 1) przez przeksztalcenie

. . 00 . . . p
liniowe o macierzy (§ 10) 0 ) Istotnie, niech punkt (g) nalezy do sfery o row-
(&

naniu 22 +y% + 22 = 1. Znajdziemy obraz punktu (g) przez przeksztalcenie

.. . a00
liniowe o macierzy (8 5o ) Mamy
C

SC, a
y | = (0
2! 0

. Skoro (gé) nalezy do sfery, to 22 + y? + 22 = 1, czyli

oso
coo
N—
~—
SR
~—
I
—
oI
NESRS
~—

w0

=
&

o,
/N
ne 8

~
I

+

[ e R,

—
o8,
~——
o
+
—
=L
~——
o
—
ol ©

2 !
) = 1. Zatem punkt <y

’) spelnia réwnanie elipsoidy. H
/
z



118 10. Powierzchnie drugiego stopnia

Przyklad 10.12. Hiperboloida jednopowlokowa jest powierzchnig drugiego
stopnia o réwnaniu

2 2 2
Brh-ge1
gdzie a, b oraz ¢ sa pewnymi niezerowymi stalymi (por. rys. 3). |
z

Rysunek 3

Przyklad 10.13. Hiperboloida dwupowlokowa jest powierzchnig drugiego
stopnia o réwnaniu
2 2 2
Grh-m=-1

gdzie a, b oraz ¢ sa pewnymi niezerowymi stalymi (por. rys. 4). [ |
z

\ )

!
N
x = _

a? 2

2 22

-1

a? 2

Rysunek 4
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Przyklad 10.14. Paraboloida eliptyczna jest powierzchnia drugiego stopnia
o réwnaniu
2

gdzie a oraz b sa pewnymi niezerowymi stalymi (por. rys. 5). |

Rysunek 5

Przyklad 10.15. Paraboloida hiperboliczna jest powierzchnia drugiego stop-
nia o réwnaniu

$2 2
o —2=0
gdzie a oraz b sa pewnymi niezerowymi stalymi (por. rys. 6). |
z
22
z=—
a2
I
I
]
1
!
!
/
~
v
/ N\
\
\
T \ Y
\.
2
o7
b2

Rysunek 6
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Przyktad 10.16. Stozek eliptyczny jest powierzchnig drugiego stopnia o row-
naniu
Zef-2-0
gdzie a, b oraz ¢ sa pewnymi niezerowymi stalymi (por. rys. 7). |
z

Y

Rysunek 7

Przyktad 10.17. Walec eliptyczny jest powierzchnia drugiego stopnia o row-

naniu
2 2
z [ —
ztE=1

gdzie a oraz b sa pewnymi niezerowymi stalymi (por. rys. 8). ]
z
= = X
7 o 6
T Y

Rysunek 8
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Przyklad 10.18. Walec hiperboliczny jest powierzchnia drugiego stopnia
o réwnaniu

2 2
S-f-1
gdzie a oraz b sa pewnymi niezerowymi stalymi (por. rys. 9). |
z
T Y
Rysunek 9

Przyktad 10.19. Walec paraboliczny jest powierzchnia drugiego stopnia
dang réwnaniem

ar? —y =0,
gdzie R 5 a # 0 (por. rys. 10). [ |

Rysunek 10
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Przypomnijmy, ze liniowy uktad wspétrzednych w przestrzeni R? (zob.
str. 104) zadany jest przez liniowo niezalezne wektory U,V,W € R3. Wte-
dy dowolny wektor X € R?® mozna zapisaé w postaci kombinacji liniowej
wektorow U, V i W, tzn.

X =uU + vV +wW,

gdzie u,v,w € R sa wspdlczynnikami X w ukladzie wspélrzednych wyzna-
czonym przez liniowo niezalezne wektory U, V i W. Uklad taki nazywamy
prostokgtnym, jeSi U LV, V L W, U L W oraz |U| = ||V = ||[W| = 1.
Zauwazmy, ze kazdy prostokatny uktad wspélrzednych powstaje z ukta-
du standardowego przez pewna izometrie. Istotnie, jesli dla dowolnego
@
X eR3 [X]= (:v’2> w pewnym prostokatnym ukladzie wspétrzednych, to
o
istnieje macierz izometrii liniowej P = [p;;] € M3x3(R) taka, ze
[X]=PX
tzn. ,
T = p1r1 + pi12T2 + p133,
Ty = pa121 + P22 + 233,
Ty = 3171 + P3aT2 + P33Ts.
Niech @ bedzie forma kwadratowa o macierzy m(Q) = A = [a;;] €
M3y 3(R), przy czym det A # 0. Wéwezas réwnanie powierzchni (10.4) przyj-
muje postac

Q(X)+2(B,X)+c=0,

Na mocy twierdzenia (10.8) wiemy, ze réwnanie formy @) w pewnym
prostokatnym ukladzie wspoélrzednych zadanym przez macierz P zaleznoscia
X' = PX przyjmuje postaé

QUX) = A1 (@) + Xz (1) + Xs (%),
co mozna zapisa¢ w postaci
Q(X") = (DX, X'),

A0 0
gdzie D=10 Xy O
0 0 A3
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Pamietajac, ze izometria nie zmienia iloczynu skalarnego a wiec (B, X) =
(PB,PX) = (PB,X') mozemy teraz zapisa¢ réwnanie (10.4) w nowym
uktadzie wspolrzednych

(DX, X"y +2(PB,X")+¢=0,
Wezmy teraz X" = X' —V gdzie V € R3. Poniewaz X' = X" 4+ V,
réwnanie (10.4) we wspoélrzednych X” przyjmuje postaé
(DX"+V),X"4+V)+2(PB,X"+V)+c¢=0,
czyli
(DX", X"Y+(DX"  V)+(DV,X")+(DV,V)+2(PB,X")42(PB,V)+c =0
Oznaczajac teraz nowa stala ¢ = (DV, V)42 (PB, V)+cikorzystajac z tego,
ze macierz D jest symetryczna skad (DX, V) = (X", DV) = (DV, X")
mozemy zapisa¢ powyzsze réwnanie w formie
(DX", X"y +2(DV — PB,X")+d =0
Jezeli udaloby sie teraz dobraé¢ wektor V tak by (DV + PB, X") = 0, po-
wyzsze réwnanie statoby sie jeszcze prostsze. Jedli macierz D nie ma zer
na przekatnej a wiec jest odwracalna, wystarczy wziaé wektor V bedacy
rozwigzaniem uktadu réwnan DV = —PB. Wtedy réwnanie powierzchni
przyjmuje postaé
<DX//,X”> + Cl — 0
czyli
(10.6) AL(@)? + Aa(2h)? + As(25)* + ¢ =0

Réwnanie (10.6) nazywamy postacig kanoniczng réwnania (10.4).






