10.

Stare zadania z egzaminéw

Podaj dwa przykltady baz B przestrzeni R3, takich ze [(1,0,—1)T]p = (1,2,3)7.

. Niech f bedzie funkcjonalem liniowym na R4[X], takim ze f(P) = 7 dla wszystkich

P spetiajacych warunek P(—1) 4+ P’(1) = 4. Oblicz

a) (3 pkt) f((X —2)%);

b) (3 pkt) f(2X* —3X3 +2X —4).
Niech V = {P € Rs[X] : P'(0) + P(—1) = 0}. Okredlmy funkcje @ : V — R
wzorem Q(P) = P/(—1)P(1). Sprawdz, ze Q jest forma kwadratowsa (2 pkt) i wyznacz
sygnature @ (4 pkt).

a) (3 pkt) Podaj przyklad macierzy A € My« 4(R), takiej ze jadro F4 jest jednowy-
miarowe i jest zawarte w obrazie F4. (Sprawdz zadane wlasnosci.)
b) (3 pkt) Niech A bedzie Twoim przykladem z punktu a). Rozstrzygnij, czy uklad
wektoréw (A(E1) + ker(Fa), A(E2) + ker(Fa), A(E3) + ker(F4)) w przestrzeni ilo-
razowej Im(F4)/ker(F4) jest liniowo niezalezny (3 pkt).
Czy dla dowolnych trzech podprzestrzeni Vi, V5, V3 dowolnej skonczenie wymiarowej
przestrzeni liniowej V' prawdziwy jest wzor:

dim(Vq + Vo 4+ V3) =dim(V7) + dim(V2) + dim(V3)
— d1m(V1 N VQ) — d1m(V2 N ‘/3) — dlm(V3 N ‘/1)
+ dim(V; N Vo N V3)?

. Niech V' bedzie skonczenie wymiarowa rzeczywista przestrzenia euklidesowa, zas

F : V. — V przeksztalceniem liniowym. Udowodnij, ze istnieja bazy ortonormalne
B, C przestrzeni V, takie ze macierz m2(F) jest diagonalna.

P(~1) + P(1) = 0
Znajdz wymiar przestrzeni {P € Ry[X]:{ P'(-1)+P'(1) =0 }.
P(1) 4+ 5P"(0) =0

Niech Q((z,y,2)") = 22 + 32 — 22. Dla kazdej z ponizszych par (p, q) podaj przyktad
dwuwymiarowej podprzestrzeni V < R3, takiej ze obciecie Q do V ma sygnature (p, q)
— lub wykaz, ze takie V' nie istnieje.

(a)[1p] (2,0); (b)[rp] (1,1); (c)[2p] (0,1); (d)[2p] (1,0)

1 1 -1

A= -2 -2 1 |. Podajprzyklad niezerowego f € (R3)*, takiego ze ker(f) jest
1 0 -2

F 4-niezmiennicze.

Niech A, B beda kwadratowymi macierzami o wyrazach zespolonych. Zalézmy, ze
BA - AB = A.
a) [3p.] Niech v bedzie wektorem wlasnym macierzy B: Bv = Av. Udowodnij, ze
B(A™v) = (A +n)A™v (dla kazdego n € N).
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b) [3p.] Udowodnij, ze det A = 0.

Niech A, B € M,,x,(R). Jaki jest najwiekszy mozliwy rzad iloczynu AB, jesli wiado-
mo, ze BA =07

V — przestrzen euklidesowa, T : V' — V — przeksztalcenie liniowe. Niech r = max{|\| :
A €o(T*T)}.

a) [2p.] Udowodnij, ze dla kazdego v € V' zachodzi ||[Tv|| < /r||v]|.

b) [2p.] Udowodnij, ze jesli dla niezerowych v € V' zachodzi || Tv|| < ||v|, to

(BC < 1)(Vo € V)([|Tv]| < Cllvl])-
c) [2p.] Uzasadnij, ze jesli U, W <V, UNW = {0}, to
(Vv e V)(nli_)n;<> |(Py Py )"vl| = 0).

W R* ze standardowym iloczynem skalarnym znajdz kat miedzy wektorem (1,0, 3,0) "
a podprzestrzenia, Lin({(5,3,4,-3)7,(1,1,4,5)7,(2,-1,1,2) "}).

Niech F: M3x3(R) — Msx3(R) bedzie dane wzorem F (M) =
1 0 0

(AM + MA), gdzie

N[

A=10 2 0 |]. Oblicz det F.
0 0 1
1 4 7
Niech ®(X,Y)=X" |2 7 12 |Y bedzie forma dwuliniowa na R3. Znajdz baze
3 10 17

R3, w ktérej macierz formy kwadratowej Q(X) = ®(X, X) jest diagonalna.

Niech o, 8 € R3[X]* beda dane wzorami o(P) = P’(0), S(P) = fol P(z)dz. Podaj
przyktad pary P,Q € R3[X], takiej ze {f € Rs[X]* : f(P) = f(Q) = 0} jest pod-
przestrzenia, dopehicza do Lin({«, 8}). [SprawdZ zadana wlasnosé.]

Czy istnieje przeksztatcenie liniowe F: R® — R?, takie ze wektory (1,0,0)7, (0,1,0)T,
(0,0,1)7 i (1,0,1)7 sa jego wektorami wiasnymi, ale wektor (1,1,1)T nie jest jego
wektorem wlasnym? [Podaj przyklad takiego przeksztalcenia lub udowodnij, ze takie
przeksztalcenie nie istnieje. ]

Niech U, V, W beda podprzestrzeniami pewnej skonczenie wymiarowej przestrzeni lin-
iowej. Udowodnij, ze

dim U+dim V+dim W —dim(U+V +W) > max{dim(UNV), dim(VNW), dim(WnNU) }

Niech V' bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia euklidesowsa, zas T: V' — V przek-
sztalceniem liniowym. Udowodnij, ze Im(7™) = Im(7T*T).



