
Stare zadania z egzaminów

1. Podaj dwa przyk lady baz B przestrzeni R3, takich że [(1, 0,−1)⊤]B = (1, 2, 3)⊤.

2. Niech f be
‘
dzie funkcjona lem liniowym na R4[X ], takim że f(P ) = 7 dla wszystkich

P spe lniaja
‘
cych warunek P (−1) + P ′(1) = 4. Oblicz

a) (3 pkt) f((X − 2)4);
b) (3 pkt) f(2X4 − 3X3 + 2X − 4).

3. Niech V = {P ∈ R3[X ] : P ′(0) + P (−1) = 0}. Określmy funkcje
‘
Q : V → R

wzorem Q(P ) = P ′(−1)P (1). Sprawdź, że Q jest forma
‘
kwadratowa

‘
(2 pkt) i wyznacz

sygnature
‘
Q (4 pkt).

4. a) (3 pkt) Podaj przyk lad macierzy A ∈ M4×4(R), takiej że ja
‘
dro FA jest jednowy-

miarowe i jest zawarte w obrazie FA. (Sprawdź ża
‘
dane w lasności.)

b) (3 pkt) Niech A be
‘
dzie Twoim przyk ladem z punktu a). Rozstrzygnij, czy uk lad

wektorów (A(E1) + ker(FA), A(E2) + ker(FA), A(E3) + ker(FA)) w przestrzeni ilo-
razowej Im(FA)/ker(FA) jest liniowo niezależny (3 pkt).

5. Czy dla dowolnych trzech podprzestrzeni V1, V2, V3 dowolnej skończenie wymiarowej
przestrzeni liniowej V prawdziwy jest wzór:

dim(V1 + V2 + V3) = dim(V1) + dim(V2) + dim(V3)

− dim(V1 ∩ V2) − dim(V2 ∩ V3) − dim(V3 ∩ V1)

+ dim(V1 ∩ V2 ∩ V3)?

6. Niech V be
‘
dzie skończenie wymiarowa

‘
rzeczywista

‘
przestrzenia

‘
euklidesowa

‘
, zaś

F : V → V przekszta lceniem liniowym. Udowodnij, że istnieja
‘

bazy ortonormalne
B, C przestrzeni V , takie że macierz mB

C
(F ) jest diagonalna.

7. Znajdź wymiar przestrzeni {P ∈ R4[X ] :







P (−1) + P (1) = 0
P ′(−1) + P ′(1) = 0
P (1) + 1

3
P ′′′(0) = 0

}.

8. Niech Q((x, y, z)⊤) = x2 + y2 − z2. Dla każdej z poniższych par (p, q) podaj przyk lad
dwuwymiarowej podprzestrzeni V < R3, takiej że obcie

‘
cie Q do V ma sygnature

‘
(p, q)

– lub wykaż, że takie V nie istnieje.
(a)[1p.] (2, 0); (b)[1p.] (1, 1); (c)[2p.] (0, 1); (d)[2p.] (1, 0).

9. A =





1 1 −1
−2 −2 1
1 0 −2



. Podaj przyk lad niezerowego f ∈ (R3)∗, takiego że ker(f) jest

FA-niezmiennicze.

10. Niech A, B be
‘
da

‘
kwadratowymi macierzami o wyrazach zespolonych. Za lóżmy, że

BA−AB = A.
a) [3p.] Niech v be

‘
dzie wektorem w lasnym macierzy B: Bv = λv. Udowodnij, że

B(Anv) = (λ + n)Anv (dla każdego n ∈ N).



b) [3p.] Udowodnij, że detA = 0.

11. Niech A,B ∈ Mn×n(R). Jaki jest najwie
‘
kszy możliwy rza

‘
d iloczynu AB, jeśli wiado-

mo, że BA = 0?

12. V – przestrzeń euklidesowa, T : V → V – przekszta lcenie liniowe. Niech r = max{|λ| :
λ ∈ σ(T ∗T )}.

a) [2p.] Udowodnij, że dla każdego v ∈ V zachodzi ‖Tv‖ ≤ √
r‖v‖.

b) [2p.] Udowodnij, że jeśli dla niezerowych v ∈ V zachodzi ‖Tv‖ < ‖v‖, to

(∃C < 1)(∀v ∈ V )(‖Tv‖ ≤ C‖v‖).

c) [2p.] Uzasadnij, że jeśli U,W < V , U ∩W = {0}, to

(∀v ∈ V )( lim
n→∞

‖(PUPW )nv‖ = 0).

13. W R4 ze standardowym iloczynem skalarnym znajdź ka
‘
t mie

‘
dzy wektorem (1, 0, 3, 0)⊤

a podprzestrzenia
‘
Lin({(5, 3, 4,−3)⊤, (1, 1, 4, 5)⊤, (2,−1, 1, 2)⊤}).

14. Niech F :M3×3(R) → M3×3(R) be
‘
dzie dane wzorem F (M) = 1

2
(AM + MA), gdzie

A =





1 0 0
0 2 0
0 0 1



. Oblicz detF .

15. Niech Φ(X, Y ) = X⊤





1 4 7
2 7 12
3 10 17



Y be
‘
dzie forma

‘
dwuliniowa

‘
na R3. Znajdź baze

‘

R3, w której macierz formy kwadratowej Q(X) = Φ(X,X) jest diagonalna.

16. Niech α, β ∈ R3[X ]∗ be
‘
da

‘
dane wzorami α(P ) = P ′(0), β(P ) =

∫ 1

0
P (x)dx. Podaj

przyk lad pary P,Q ∈ R3[X ], takiej że {f ∈ R3[X ]∗ : f(P ) = f(Q) = 0} jest pod-
przestrzenia

‘
dope lnicza

‘
do Lin({α, β}). [Sprawdź ża

‘
dana

‘
w lasność.]

17. Czy istnieje przekszta lcenie liniowe F :R3 → R3, takie że wektory (1, 0, 0)⊤, (0, 1, 0)⊤,
(0, 0, 1)⊤ i (1, 0, 1)⊤ sa

‘
jego wektorami w lasnymi, ale wektor (1, 1, 1)⊤ nie jest jego

wektorem w lasnym? [Podaj przyk lad takiego przekszta lcenia lub udowodnij, że takie
przekszta lcenie nie istnieje.]

18. Niech U, V,W be
‘
da

‘
podprzestrzeniami pewnej skończenie wymiarowej przestrzeni lin-

iowej. Udowodnij, że

dimU+dimV +dimW−dim(U+V +W ) ≥ max{dim(U∩V ), dim(V ∩W ), dim(W∩U)}

19. Niech V be
‘
dzie skończenie wymiarowa

‘
przestrzenia

‘
euklidesowa

‘
, zaś T :V → V przek-

szta lceniem liniowym. Udowodnij, że Im(T ∗) = Im(T ∗T ).


