Algebra homologiczna, Lista 3

1. Uzasadnij, ze w kategorii zbioréw istnieja wszystkie granice i kogranice.
2. Zaldézmy, ze w kategorii C istnieja:
(i) obiekt koncowy,
(ii) wszystkie ekwalizatory par morfizmdw,
(iii) produkty dowolnych par obiektéw.
Udowodnij, ze wtedy w kategorii C istnieja wszystkie skoficzone granice (tj. granice
funktoréow F:I — C okreslonych na kategoriach I w ktérych jest skonczenie wiele
obiektéw i skoriczenie wiele morfizméw).
(Wsk. Najpierw rozwiaz poprzednie zadanie.)

3. Udowodnij, ze w ¢ istnieja wszystkie granice i kogranice (C — mala kategoria).

4. Udowodnij nastepujacy wariant lematu Yonedy: dla dowolnego A € ObC i dowolnego
X € ObC zachodzi naturalny izomorfizm zbioréw Hom(h4, X) ~ X (A).

5. Ustalmy mala kategorie I i jakas$ kategorie C. Funktor diagonalny A:C — Funct(I,C)
okreslamy tak:

(i) obiektowi A kategorii C przypisujemy funktor staly: AA(j) = A dla j € ObI,
AA(¢) =ida dla morfizméw ¢ kategorii I;

(ii) morfizmowi ¢: A — B kategorii C przypisujemy naturalne przeksztalcenie funk-
toréw Ap: AA — AB dane przez Ap(j) = ¢: AA(j) = A — B = AB(j) dla
j€ObI.

Niech F: I — C bedzie funktorem. Udowodnij, ze:

(a) elementy Hom(AY, F') odpowiadaja stozkom o wierzchotku Y nad funktorem F
(czyli rodzinom zgodnych odwzorowan ktére pojawiaja sie w definicji granicy F');

(b) funktor C°? — Set zadany przez Y — Hom(AY, F') jest reprezentowalny wtedy i

tylko wtedy gdy istnieje lim F' — a obiekt go reprezentujacy jest wlasnie ta granica.

6. Opisz produkt i koprodukt pary obiektéw w nastepujacych kategoriach: zbiory; grupy;
przestrzenie topologiczne; przestrzenie topologiczne z wyréznionym punktem; pierscie-
nie przemienne z 1; moduly nad ustalonym pierécieniem; zbior czesciowo uporzadko-
wany.

7. Czy w kategorii cial (cial ustalonej charakterystyki) istnieja produkty/koprodukty?

Morfizm i: A — B nazywamy monomorfizmem, jesli dla kazdej pary f,g:C — A z

rownosci i o f =10 g wynika rownosé f = g.
8. Uzasadnij, ze ekwalizator jest monomorfizmem. Zdefiniuj epimorfizm i uzasadnij, ze
koekwalizator jest epimorfizmem.

9. Podaj przyklad kategorii i morfizmu, ktéry jest monomorfizmem i epimorfizmem, ale
nie jest izomorfizmem.

10.* Niech C bedzie mala kategoria. Udowodnij, ze odwzorowanie Yonedy h:C — C jest
ciggte i ma kogesty obraz.



