Algebra homologiczna, Lista 6

A oznacza kategorie abelowa. Wolno zaktadaé, ze jest to kategoria R-modutéow.

1. Udowodnij, ze zlozenie morfizméw w kategorii zlokalizowanej (zlokalizowanej wzgle-
dem pewnej klasy lokalizujacej) jest niezalezne od wyboru domku reprezentujacego
drugi ze sktadanych morfizmow.

2. Uzasadnij, ze D(A) jest kategoria addytywna (najpierw zdefiniuj dodawanie domkéw).

3. Uzasadnij, ze morfizm komplekséw f: A®* — B® indukuje zerowy morfizm w D(A)
wtedy i tylko wtedy, gdy ft ~ 0 dla pewnego quasi-izomorfizmu ¢. Udowodnij, ze
morfizm kompleksow
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zadaje niezerowy morfizm w D(Ab), mimo ze indukuje zerowe odwzorowanie na koho-
mologiach.

Trojkatem w kategorii z przesunieciem (np. w Kom(A), K(A), D(A)) nazywamy ciag
morfizméw X — Y — Z — X[1]. Dowolny morfizm komplekséow f: A®* — B® (czyli
morfizm w kategorii Kom(A)) mozna umiesci¢ w tréjkacie
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Morfizm tréjkatow to przemienny diagram postaci
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R
A — B — C — Al
Trojkat w D(A) nazywamy wyréznionym (lub dokladnym) jesli jest izomorficzny (w D(A))

z trojkatem postaci (1).

4. 7 kazdym wyr6znionym tréojkatem w D(A) zwiazany jest dlugi ciag dokladny ko-
homologii — wytlumacz w jaki sposéb. (Wsk. 0 — B®* — C(f) — A®[1] — 0 jest
dokladnym ciagiem komplekséw.)

5. Z krétkim ciagiem doktadnym komplekséow 0 —> A® Ly B* 2 0 moma Zwia-
za¢ przemienny diagram
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w ktérym y(a'T1, b)) = g(b'). Udowodnij, ze v jest quasi-izomorfizmem. (Wsk. pokaz,
ze kery ~ C(idy).) Goérny wiersz diagramu uzupelnia sie w wiadomy sposéb do
trojkata wyrdznionego — co prowadzi do dtugiego ciagu doktadnego kohomologii. Dol-
ny wiersz tez daje dtugi ciag doktadny kohomologii — poprzez lemat o wezu. Udowod-
nij, ze te dwa dlugie ciagi dokladne sg takie same (naturalnie izomorficzne).

. Udowodnij, ze jesli X Y L>ZL>X[1] jest w D(A) tréjkatem wyrdznionym, to

takze trojkaty Y -2 Z —5 x[1] “Wy), 211 5 x 224 v 2% 7 sa wyréimione.



