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1. Udowodnij lemat o odtwarzaniu drzewa z waluacji projektywnej.

2. Niech wektory w, w′ ∈ Q2
p be

‘
da

‘
liniowo niezależne; przypiszmy końcowi drzewa grupy SL2(Qp) be

‘
da

‘
cego

granica
‘

cia
‘
gu cia

‘
gu Zpw + pnZpw

′ prosta
‘
Qpw ∈ P1(K). Uzasadnij, że przyporza

‘
dkowanie to jest

dobrze określone i ustala bijekcje
‘

mie
‘
dzy zbiorem końców drzewa be

‘
da

‘
cego budynkiem grupy SL2(Qp)

a zbiorem punktów prostej rzutowej P1(Qp). Czy to samo be
‘
dzie prawda

‘
jeśli Qp zasta

‘
pić innym cia lem

z waluacja
‘
(dyskretna

‘
)?

3. Sprawdź, że przekszta lcenie K ∋ a 7→ K
(

a

1

)

∈ P1(K) uzupe lnione regu la
‘
∞ 7→

(

1
0

)

ustala bijekcja
‘

K ∪ {∞} → P1(K) przeplataja
‘
ca

‘
dzia lania SL2(K): przez homografie i przez przekszta lcenia rzutowe

(tzn. przekszta lcenia P1(K) indukowane przez przekszta lcenia liniowe).

4. Definiujemy dwustosunek na zbiorze czwórek różnych punktów z K∪{∞} naste
‘
puja

‘
ca

‘
regu la

‘
: [a, b; c, d]

to obraz d przez jedyna
‘
homografie

‘
przeprowadzaja

‘
ca

‘
a w ∞, b w 0 zaś c w 1. Uzasadnij, że ta definicja

jest poprawna; wyprowadź jawny wzór; udowodnij, że dwustosunek jest niezmienniczy na homografie.
Opisz jak zmienia sie

‘
dwustosunek czwórki gdy ja

‘
permutujemy.

5. Dwa z poprzednich zadań mówia
‘

 la
‘
cznie jak utożsamić zbiór końców drzewa grupy SL2(Qp) z Qp ∪

{∞}; wykaż, że przy tym utożsamieniu geometrycznie zdefiniowana na wyk ladzie waluacja projektywna
odpowiada waluacji p-adycznej dwustosunku.

6. Laplasjan na skończonym grafie Γ definiujemy tak:

(∆f)(v) = f(v) −
1

#N(v)

∑

w∈N(v)

f(w).

f oznacza tu funkcje
‘

na zbiorze V (Γ) wierzcho lków grafu, N(v) to zbiór sa
‘
siadów wierzcho lka v.

Rozważmy na V (Γ) miare
‘
µ(v) = #N(v). Uzasadnij, że ∆ jest samosprze

‘
żonym nieujemnie określonym

operatorem na L2(V (Γ), µ). Opisz ja
‘
dro ∆.

7. Niech Γ be
‘
dzie grafem skończonym, spójnym i dwudzielnym. Niech V0 i V1 oznaczaja

‘
zbiory wierz-

cho lków typu 0 i 1 odpowiednio; zak ladamy, że wierzcho lki typu i maja
‘

wszystkie walencje
‘

qi + 1.
Niech L2(E) oznacza przestrzeń funkcji na zbiorze E krawe

‘
dzi grafu Γ z norma

‘
L2 wzgle

‘
dem miary

licza
‘
cej. Zauważ, że ιi: L

2(Vi, µ) → L2(E) dane przez: ιi(f)(e) = wartość f na wierzcho lku e typu i;
jest izometrycznym w lożeniem. Niech f ∈ L2(V (Γ), µ), fi = ιi(f |Vi

). Uzasadnij, że

〈∆f, f〉 ≥ (1 − ǫ)‖f‖2 ⇐⇒ 2Re〈f0, f1〉 ≤ ǫ(‖f0‖
2 + ‖f1‖

2).

Wywnioskuj sta
‘
d, że jeśli najmniejsza dodatnia wartość w lasna ∆ jest wie

‘
ksza niż 1 − ǫ, to

ι0(L2(V0)) ∩ L2
0(E) ⊥ǫ ι0(L2(V0)) ∩ L2

0(E).

8. Znajdź spektrum ∆ dla grafu incydencji P2(Fq). [wsk. Rozważ operator uśredniania po sa
‘
siadach: to,

co w definicji ∆ stoi po minusie.]

9. Uzasadnij, że jeśli grupa dyskretna ma w lasność Każdana, to ma skończony zbiór generatorów. [Wsk.
Rozważ reprezentacje G na L2(G/〈S〉).]


