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. Udowodnij lemat o odtwarzaniu drzewa z waluacji projektywne;j.

. Niech wektory w,w’ € QZQ) beda liniowo niezalezne; przypiszmy kofcowi drzewa grupy SL2(Q,) bedacego
granica ciagu ciagu Zpw + p"Z,w' prosta Q,w € P!(K). Uzasadnij, ze przyporzadkowanie to jest
dobrze okreslone i ustala bijekcje miedzy zbiorem koricéw drzewa bedacego budynkiem grupy SL2(Q))
a zbiorem punktéw prostej rzutowej P1(Q,). Czy to samo bedzie prawda, jeéli Q, zastapi¢ innym ciatem
z waluacja, (dyskretna)?

. Sprawdz, ze przeksztalcenie K 3> a — K(]) € P!(K) uzupehione regula co — (é) ustala bijekcja,
K U{oo} — PY(K) przeplatajaca dziatania SL2(K): przez homografie i przez przeksztalcenia rzutowe
(tzn. przeksztalcenia P1(K) indukowane przez przeksztalcenia liniowe).

. Definiujemy dwustosunek na zbiorze czwérek réznych punktéw z K U{oo} nastepujaca regula: [a, b; ¢, d]
to obraz d przez jedyna homografie przeprowadzajaca a w 0o, b w 0 zaé ¢ w 1. Uzasadnij, ze ta definicja
jest poprawna; wyprowadz jawny wzor; udowodnij, ze dwustosunek jest niezmienniczy na homografie.
Opisz jak zmienia sie dwustosunek czworki gdy ja permutujemy.

. Dwa z poprzednich zadan méwia tacznie jak utozsami¢ zbiér koricéw drzewa grupy SL2(Qp) z Qp U
{o0}; wykaz, ze przy tym utozsamieniu geometrycznie zdefiniowana na wykladzie waluacja projektywna
odpowiada waluacji p-adycznej dwustosunku.

. Laplasjan na skoniczonym grafie I' definiujemy tak:

1
(Af)(v):f(v)*#T(U) > fw),

weEN (v)

f oznacza tu funkcje na zbiorze V(I') wierzchotkéw grafu, N(v) to zbidr sasiadéw wierzchotka wv.
Rozwazmy na V' (T') miare pu(v) = #N(v). Uzasadnij, ze A jest samosprzezonym nieujemnie okreslonym
operatorem na L?(V(T), u). Opisz jadro A.

. Niech I' bedzie grafem skonczonym, spdjnym i dwudzielnym. Niech Vy i V; oznaczaja zbiory wierz-
chotkéw typu 0 i 1 odpowiednio; zakladamy, ze wierzcholki typu i maja wszystkie walencje ¢; + 1.
Niech L?(E) oznacza przestrzeri funkcji na zbiorze E krawedzi grafu I' z norma L? wzgledem miary
liczacej. Zauwaz, ze t;: L?(Vi, ) — L?(E) dane przez: 1;(f)(e) = wartoéé f na wierzchotku e typu i
jest izometrycznym wlozeniem. Niech f € L2(V(T'), u), fi = ti(f|v,). Uzasadnij, ze

(Af )= A= lfI* <= 2Re(fo, f1) < e(llfoll® + A1)

Wywnioskuj stad, ze jesli najmniejsza dodatnia warto$é¢ wlasna A jest wieksza niz 1 — €, to
w(L*(Vo)) N LE(E) Le wo(L* (Vo)) N LE(E).

. Znajdz spektrum A dla grafu incydencji P?(F,). [wsk. Rozwaz operator uéredniania po sasiadach: to,
co w definicji A stoi po minusie.]

. Uzasadnij, ze jesli grupa dyskretna ma wlasnosé Kazdana, to ma skoriczony zbiér generatoréw. [Wsk.
Rozwaz reprezentacje G na L?(G/(S)).]



