Kohomologie, lista 5

1. Uzasadnij, ze granica prosta ciagéw doktadnych jest ciagiem dokladnym.

2. Sprawdz zgodnos¢ dwéch definicji kohomologii o zwartych no$nikach:

H*(C:X,8) = lim H* (M|K).

3. Niech a € HI’M bedzie reprezentowana przez klase o € H"(M|K), i niech ux €
H, (M|K) bedzie klasa pochodzaca od ustalonej orientacji zorientowanej rozmaitosci
M. Uzasadnij, ze liczba (o, i) nie zalezy od dokonanych wyboréw (czyli wyboréw
Kia).

4. Zalézmy, ze M jest gtadka rozmaitoscia. Przedyskutuj zwiazek dwéch definicji orien-
tacji: rézniczkowej i homologicznej.

5. Czy w twierdzeniu o istnieniu klasy fundamentalnej (klasy orientacji) ux € H"(M|K)
istotne jest zalozenie, ze M jest przestrzenia Hausdorffa? (Sprébuj skonstruowaé taka
klase w R z podwojonym zerem.)

Definiujemy U-iloczyn (cup-product), liniowe odwzorowanie
C*X ®CLX 3 (b,§) »bNéeCriX,

wzorem
bNo = <b,0‘k> Cn—kO

w przypadku gdy & = o jest n-sympleksem singularnym w X.

6. Sprawdz, ze tanicuch b N ¢ jest jedynym tancuchem spelniajacym warunek
Va e C"*X (a,bNé&) = (aUb,E).

(W tym wzorze a U b okreslamy formula Alexandera—Whitneya.)

7. Uzasadnij nastepujace wtasnosci U-produktu:
a) (bUc)Né&=0bN(cNg),
b) 1N =¢,
c) AbNE) =bNaE+ (—1)"*sbN¢.

8. Uzasadnij, ze N-produkt zadaje iloczyn po przejéciu do (ko)homologii:
NH*X @ H,X — H,_; X.
Przedyskutuj wersje relatywne:
HY(X,A)® H,(X,A) - H, X, HYX,A)®H,(X,AUB)— H, (X, B).
9. Niech f: X =Y, be H*Y, ¢ € H,X. Uzasadnij, ze

f(f7on &) =bN f.&.



10.

11.

12.

Uzyj dualnoéci Poincarégo by wyliczy¢ strukture multyplikatywna na znanych Ci ad-
dytywnie kohomologiach CP™, HP™ i RP"™ (tej ostatniej ze wsp6lczynnikami Z/2).
Niech w,n € QF¥M"™ beda zamkniete (dw = dn = 0). Zalézmy tez, ze dla pewnej
zwartej zorientowanej podrozmaitosci N¥ ¢ M™ zachodzi / NWF / ~ - Uzasadnij, ze
wtedy [w] # [n] (w HpzM).
Uzasadnij, ze algebra H*(T",R) jest izomorficzna z algebra zewnetrzna A*(R™)*:
a) Z elementem a € A¥(R™)* zwiaz “stala” k-forme w, € QFT™ na T" = R"/Z";
pokaz, ze dw, = 0.
b) Uzyj poprzedniego zadania by udowodnié, ze jesli a # b, to [wa] # [ws].
c) Uzasadnij, ze zbudowane wlozenie A*(R™)* — H}, zT™ jest surjektywne — wyko-
rzystaj tw. de Rhama i znane Ci addytywnie (ko)homologie singularne 7.



