Funkcje analityczne R. Lista 0
Ciagi.
Méwimy, ze ciag (zp) liczb zespolonych jest zbiezny do zoo, jesli |z, — zoo| — 0 gdy n — oo, Méwimy,
ze jest on ciggiem Cauchy’ego, jesli |z, — zpm| — 0 gdy n,m — oo.
1. Udowodnij, ze ciag liczb zespolonych (z;,)
a) jest zbiezny <= ciagi (Rez,) i (Im z,) sa zbiezne;
b) jest Cauchy’ego <= ciagi (Rezy,) i (Imz,) sa Cauchy’ego.
2. Udowodnij, ze C jest przestrzenia zupelng, tzn. ze kazdy ciag Cauchy’ego liczb zespolonych jest zbiezny.

Podzbiory C.
Niech B(zg,7) = {2z € C | |z — 20| < r} bedzie kotem o $rodku z i promieniu r. Méwimy, ze U C C
jest otwarty, jesli kazdy jego punkt mozna otoczy¢ kotem zawartym w U: (Vz € U)(3r > 0)(B(z,r) C U).
3. Sprawdz, ze kolo B(z,r) i pas {z € C |0 < Rez < 1} sa otwarte.
Zbiér D C C jest domkniety, jesli jego dopelnienie C\ D jest zbiorem otwartym.
4. Sprawdz, ze koto B(zg,r) = {2 € C | |z — 20| <7} ipas {# € C|0 < Rez < 1} sa domkniete.
5. Udowodnij, ze D C C jest domkniety <= kazdy zbiezny (w C) ciag elementéw D ma granice w D.

Dla dowolnego X C C okreslamy
o wngtrze Int X = {2z € C| (3r > 0)(B(z,7) C X)};
o domknigcie X = {z € C| (Vr > 0)(B(z,7) N X # 0)};
o brzeg OX = X \Int X ={z € C| (¥Vr > 0)((B(z,r) N X #0) A (B(z,7) N (C\ X) #0))}.
6. Niech X C C.
a) Udowodnij, ze Int X' jest najwigkszym (w sensie zawierania) otwartym podzbiorem X.
b) Udowodnij, ze X jest najmniejszym (w sensie zawierania) domknigtym nadzbiorem X.
¢) Udowodnij, ze X jest zbiorem wszystkich mozliwych granic zbieznych ciagéw elementéow X.
Srednicg X nazywamy liczbe diam X = sup{|z — w| | z,w € X}. Méwimy, ze zbiér X jest ograniczony,
jesli diam X < oo.
7. Sprawdz, ze X jest ograniczony <= X C B(z,r) dla pewnego 2y € C i pewnego r > 0.

Zwartoscé.

Zbiér K C C nazywamy zwartym, jesli kazdy ciag jego elementéw ma podciag zbiezny do granicy lezacej
w K. Pokryciem otwartym zbioru K nazywamy rodzine zbioréw otwartych, ktérych suma zawiera X.

8. Niech K C C. Udowodnij réwnowazno$é¢ nastepujacych warunkow:
o K jest zwarty;
e K jest domkniety i ograniczony;
e 7 kazdego przeliczalnego pokrycia otwartego K mozna wybraé skonczone podpokrycie;

*

o* 7 kazdego pokrycia otwartego K mozna wybra¢ skonczone podpokrycie.

9. Udowodnij, ze jesli K1 2 Ko D K3 O ... jest ciagiem zwartych podzbioréw C o Srednicach dazacych do
zera, to ich przekréj ), Ky sklada sie z jednego elementu.
Ciaglosé.
Niech zp € X C C. Funkcje f: X — C nazywamy cigglg w zo, jesli

(Ve > 0)(36 > 0)(Vz € X)(|z — 20| < = |f(2) — f(20)] <e).

Roéwnowaznie: dla kazdego ciagu (z,) elementéw X zbieznego do zq ciag wartosci (f(z,)) zbiega do f(zo).
10. Udowodnij powyzsza réwnowaznosc.
Funkcje nazywamy ciagla, jesli jest ciaglta w kazdym punkcie swej dziedziny.

11. Niech Q C C bedzie otwarty, i niech f: — C. Udowodnij, ze f jest ciagla <= przeciwobrazy przez
f zbioréw otwartych sa otwarte.



12.

13.

14.

Udowodnij, ze funkcja ciagla o wartosciach rzeczywistych okreélona na zbiorze zwartym osiaga maksi-
mum i miniumum.

Przypomnij sobie definicje jednostajnej cigglosci. Wykaz, ze funkcja ciagla okreélona na zbiorze zwartym
jest jednostajnie ciggla.

Udowodnij, ze ciagly obraz zbioru zwartego jest zwarty.
Spajnosé.

Zbiér X C C jest niespdjny, jesli istnieja dwa otwarte zbiory Uy, U; C C, takie ze przekroje X NUp i

X N U; sa niepuste, rozlaczne, i razem pokrywaja X. Zbior jest spdjny, jesli nie jest niespdjny.

15.

16.
17.

tzn.
18.
19.

Udowodnij, ze zbiér otwarty/domkniety jest niespdjny <= da si¢ przedstawi¢ w postaci sumy dwdéch
zbioréw niepustych, roztacznych i otwartych/domknietych.

Udowodnij, ze zbidr X jest niespjny <= istnieje ciagla surjekcja f: X — {0,1}.

Udowodnij, ze przedzial [0, 1] jest spdjny.

Moéwimy, ze X C C jest drogowo spdjny, jesli kazde dwa jego punkty mozna polaczyé (ciagla) droga,
jesli dla kazdych xg,z1 € X istnieje ciagla v: [a,b] — X, taka ze y(a) = xg, v(b) = z1.

Niech U C C bedzie otwarty. Udowodnij, ze U jest spojny <= U jest drogowo spdjny.

W definicji drogowej spdjnosci mozna wymagaé od v wiecej niz tylko ciaglosci (np. by byla C°,
kawalkami C!, lamana, odcinkiem. .. ). Czy teza poprzedniego zadania pozostaje wtedy prawdziwa?

Zbiér Q C C nazywamy obszarem, jesli jest otwarty i spojny. O dziedzinach funkcji zespolonych czesto

zaklada sie, ze sg obszarami.

20.

Udowodnij, ze ciagly obraz zbioru spdjnego jest spojny.



