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12.

Funkcje analityczne R. Lista 2
[a,b] oznacza odcinek od a do b, za$ [a,b,c,...] lamang o kolejnych wierzcholkach a, b, c,. ..

Podstawy

. Calke fv f(2)dz mozna przybliza¢ sumami postaci Y., o f(zk)(ze41 — 2k), gdzie (z) jest ciagiem

punktéow wybranych wzdtuz krzywej v mozliwie gesto. Sprébuj precyzyjnie zdefiniowaé catke L f(z)dz
jako granice takich sum (przy swoich ulubionych zalozeniach o +) i pokaz zgodno$é swojej definicji z
definicja z wyktadu.

. Rozpisujac f = u+iv, dz = dr+idy wyraz fv f(2)dz przez rzeczywiste caltki krzywoliniowe. Zalézmy, ze

krzywa « obiega brzeg obszaru U (z takimi zalozeniami, jak w znanej Ci wersji tw. Greene’a), a funkcje
u, v s C' i spetniaja réwnania Cauchy’ego-Riemanna na pewnym otwartym zbiorze zawierajacym U.
Wywnioskuj z tw. Greene’a, ze fv f(z)dz = 0.

. Uzasadnij precyzyjnie, ze dla zespolonej funkcji ciaglej f: [a,b] — C zachodzi

b
< / ().

/abf(t)dt

. Dla krzywej ~: [a, b] — € i ciaglej funkcji f:v* — C okre$lamy

b
/ f(2)ldz] = / SO @)t

Zbadaj, czy ta catka jest zalezna od parametryzacji v. Uzasadnij, ze | f,y f(2)dz] < f_y |f(2)]|dz].

. Uzasadnij, ze jesli ciag funkcji (f,,) zbiega do f jednostajnie na v*, to lim, o f,y fu(2)dz = f,y f(2)dz.

. Pokaz, ze nie istnieje ciag wielomianéw zmiennej z zbiezny jednostajnie do funkeji 1/z w pierécieniu

{z€C|1< 2] <2f (Wsk f\z\:3/2 L)

. Tw. Weierstrassa mowi, ze ciagla funkcja na [0, 1] moze by¢ jednostajnie przyblizana wielomianami. Czy

kazda ciagla funkcja na domknietym kole moze by¢ jednostajnie przyblizana wielomianami zmiennej 27

Przyklady

. Oblicz faB(o R) 2"dz dla n € Z.

. Oblicz fF(Z + 2%22)dz, gdzie T to brzeg kwadratu o $rodku 0 i bokach dtugoéci 2 réwnolegtych do osi.
10.

Oblicz calki
/ (z +271)dz, / (z+ 2z Hdz, / (z+ 2z Hdz.
|z+2|=1 |z—1—i|=1 [1,4]

/ zsin zdz, / 27 dz.
[0,4] [1,6,—1,—4,1]

/ dz / e®coszdz
w2 4ayr—1 1+ 2% lz—2—i|=va (1 +2%)sinz’

Oblicz calki

Oblicz calki



