Funkcje analityczne R. Lista 3
Przypomnienie: ffooo e~ dr = VT, ffooo e~ dy = 1.
Calki pozornie rzeczywiste

. Udowodnij, ze

o0 oo /2
/ sinz?dz = / cos z2dx = —W.
0 0 4

[Calki te rozumiemy jako limpg_ o0 fOR. Rozwaz [ e~ dzdlal =0{z € C|0<argz < /4,|2| < R}]
. Niech a >0,be€ R, A= +va? + b2. Oblicz caltki

/ e~ “sin(bx) dx, / e " cos(bx) dx
0 0

catkujac funkcje e~“% po brzegu odpowiedniego sektora o kacie rozwarcia arc cos(a/A).

. Udowodnij, ze dla £ € R zachodzi wzoér
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/ e cos(2maé)dr = e e
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[Calkuj funkeje e ® po prostokacie o bokach na prostych Im(z) =0, Im(z) = &.]

Homotopia

. Zdeformuj kontur i oblicz calke:
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/ eltz cosz / dz
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. Oblicz calki (rozl6z na utamki proste; dla kazdego z nich oddzielnie zdeformuj kontur):

/ dz / 522 —22+3 d
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. Oblicz catke [;50 ) ~= dla (a) |w| < R; (b) |w| > R.

7. Uzasadnij, ze homotopijno$¢ krzywych ciaglych jest relacja rownowaznosci.

8. Niech v9,71 beda zamknietymi krzywymi w obszarze Q. Niech f € O(f2). Udowodnij, ze jesli krzywe

vo 1 71 sa (swobodnie) homotopijne w €, to

/Wf(z)dz - A F(2)dz.

. (Dla porzadku krzywa w tym zadaniu jest parametryzowana przedzialem [0,27].) Sklasyfikuj ciagle
zamkniete krzywe w C \ {0} z doktadnoscia do homotopii:

a) Udowodnij, ze dowolna ciagla krzywa zamknieta w C \ {0} jest swobodnie homotopijna z pewna
tamana w C \ {0}.

b) Udowodnij, ze dowolna zamknieta lamana w C\{0} jest swobodnie homotopijna z zamknieta krzywa
o wartosciach w okregu C(0, 1) zbudowana ze skoniczenie wielu przebieganych po kolei fragmentéw
poruszajacych sie ze stala predkoscia katowa po tukach zawartych w pélokregach (dopuszczajacych
parametryzacje postaci t — exp(i(a + St))).

¢) Udowodnij, ze krzywa uzyskana w b) jest swobodnie homotopijna z krzywa postaci ¢t — exp(int).
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Wywnioskuj z poprzedniego zadania, ze jesli v jest krzywa zamknieta w C\ {0}, to f,y f(z)dz = 2win
dla pewnego catkowitego n, oraz ze v jest swobodnie homotopijna z krzywa t +— et t € [0,27] dla
tegoz n.

Niech @ = C\ {1,—1} i niech fa5(2) = 7245 + 725 (dla a,b € C). Niech

yi(t) =14€%, te[—mn] oraz y_(t) = -1+ te0,2n].

a) Oblicz fw f)dzi [, f(2)dz.

b) Stosujac technike przedpoprzedniego zadania uzasadnij, ze kazda zamknieta krzywa ciaglta w Q jest
swobodnie homotopijna z krzywa zbudowana z krzywych v4 i v— (by¢ moze obieganych wielokrot-
nie, na przemian, w rézne strony. .. ).

¢) Wywnioskuj, ze dla zamknigtej krzywej v w Q mamy

/ fap(2)dz = 2mi(na + mb), dla pewnych n,m € Z.
N

Niech v bedzie ciagla krzywa w Q a f € O(R2). Zdefiniuj fv f(z)dz. (Wsk. uzyj przyblizen v krzywymi;
uzasadnij, ze kazde dwa dostatecznie dobre takie przyblizenia sa homotopijne.)

Niech P(z) bedzie zespolonym wielomianem stopnia n > 0. Rozwazmy krzywa v,.(t) = P(re®),t € [0, 27]
(dla r > 0).
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o0) Udowodnij, ze dla dostatecznie duzych r zachodzi Ewr / ¥
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0) Udowodnij, ze jesli wyraz wolny P(z) jest niezerowy, to dla dostatecznie matych r zachodzi
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) Wywnioskuj zasadnicze tw. algebry.



