Funkcje analityczne R. Lista 4

. Uzasadnij, ze jedli f = u + iv jest holomorficzna, to u i v sg klasy C2.

Wzér Cauchy’ego
Oblicz calki:

/ ezd / dz / zdz / dz
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Udowodnij, ze jesli f € O(B(zp, R)) oraz 0 < r < R, to

2m

f(z0) flzo+ reit)dt.

=5 i
Oblicz fBB(zU » f(2)|dz] dla f holomorficznej w otoczeniu B(zo,7).
Domkniety tréjkat T jest zawarty w obszarze 2, w ktérym f jest holomorficzna. Udowodnij, ze dla z z

wnetrza T zachodzi f(z) = 5= [o, 1) gy,

271 w—z

Niech f € O(A(r, R)), gdzie A(r, R) = {z € C | r < |z| < R}. Udowodnij, ze jezelir < ¢ < |z| < @ < R,
to
f(z) :/ de_/ de_
oB(0,Q) W — < dB(0,q) W — %
Oblicz

/ sin(l/z)dz_/ sin(l/z)dz
aB(0,2) Tz —4 aB(o,1) Tz —4

Nieréwnosci Cauchy’ego dla pochodnych; Liouville

Funkcja calkowita to funkcja z O(C).

8. Wyznacz wszystkie funkcje calkowite f spelniajace f” + f =0, f(0) =01 f/(0) = 1.
9. Niech f bedzie niestaly funkcja catkowita. Polézmy M (r) = max,—. | f(2)].
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Udowodnij, ze lim M(r) = +oo.
r—4o0

Jesli f catkowita spelnia |f(z)| > 1 dla wszystkich z, to jest stala.
Jesli f catkowita spelnia Im f(z) > 0 dla wszystkich z, to jest stala.

Zalézmy, ze f jest calkowita. Pokaz, ze

a) Jesli f spetnia |f(z)| < 100|z|* dla dostatecznie duzych |z|, to f jest wielomianem stopnia < k.

b) Jesli lim,_, f(2) =0, to f = 0.

c) Jesli dla wszystkich z zachodzi |f(z)| <1+ 2|32, to f(2) = a + bz dla pewnych a,b € C.
Udowodnij, ze kazda dwuokresowa funkcja calkowita jest stala. [Funkcja f jest dwuokresowa, jesli
istnieja liczby zespolone wi, ws z ktérych zadna nie jest rzeczywista krotnoscia drugiej, takie ze f
spelnia dla kazdego z warunek f(2) = f(z +w1) = f(z +w2).]

Opisz wszystkie funkcje catkowite dla ktérych |f(2)| zalezy tylko od |z|.

Udowodnij, ze jesli f € O(B(zp, R)) oraz 0 < r < R, to

n!

2m )
|f(n)(20)| < 5o /0 |f(z0 + re')|dt.
Niech f € O(B(0,1)).
a) Udowodnij, ze diam f[B(0,1)] > |f'(0)|.
b)* Udowodnij, ze diam f[B(0,1)] > 2|f'(0)].



17. Udowodnij, ze jesli funkcja holomorficzna f posyla kolo B(zp,r) w pewne kolo o promieniu s, to
|f'(z0)] < s/r.

18. Niech f(z) = (1 + 2?)~!. Udowodnij, ze istnieje stala C' > 0, taka ze dla wszystkich n calkowitych
dodatnich zachodzi |f(™) (7)] < C -n!-107"/2,

19. Zalézmy, ze f jest holomorficzna w pasie —1 < Im(z) < 1 i spelnia tam nieréwnosé

If () < AL+ z])"

(dla pewnych rzeczywistych stalych A, n). Udowodnij, ze dla kazdego naturalnego n istnieje A, > 0,
takie ze dla wszystkich x € R zachodzi

f0 ()] < An(L+|a])".

Kacik caltkowy
20. Oblicz calki



