Funkcje analityczne R. Lista 5

Morera i wnioski

—_

. Niech f bedzie funkcja ciagla na obszarze ). Zalézmy, ze dla wszystkich domknietych trojkatéw za-
wartych w Q i o érednicy mniejszej niz 1/100 zachodzi fBT f(2)dz = 0. Uzasadnij, ze f € O(Q).

N

Niech f bedzie funkcja ciagla na obszarze Q i holomorficzna w Q \ {z9}. Udowodnij, ze f € O(Q).

w

. Niech F bedzie ciagla funkcja na Q X [a,b] holomorficzna wzgledem pierwszego argumentu i niech
= fab F(z,s)ds. Udowodnij, ze

b
f/(z):/ dizF(z,s)ds.

4. Otwarty trojkat T jest przekrojem trzech otwartych pétptaszczyzn Ty, o, 113, a ¢ € O(T). Zalézmy,
ze istnieje rozszerzenie ¢ do funkeji ® € C(T). Czy mozna przedstawié¢ ¢ w postaci sumy trzech funkcji
— ograniczen do T funkcji holomorficznych w péiplaszczyznach 11y, Iy, g 7

Przyktady funkcji z szeregéw i catek

. Niech f(z) = 01 Sm(tz) dt. Uzasadnij, ze f € O(C).

ot

6. Rozwaz catke fn x_‘s_ldac by pokazaé, ze dla 0 = Re(s) > 01 n € N zachodzi
_ s ls| , _ _
n*—(n+1)7°% < n?—(m+1)79).
7 ()7 S G ST (1))
7. Udowodnij, ze jesli sumy czeSciowe szeregu >~ a, sa wspélnie ograniczone, to szereg Y - | a,n~*

jest zbiezny niemal jednostajnie w pdlplaszczyznie Re(s) > 0. (Wsk. sumowanie Abela)

8. Rozpatrujac funkcje (2175 — 1)¢(s) rozszerzyliémy funkcje ¢ do funkcji holomorficznej na zbiorze

21

CRe>O \ {1 + k

|keZ}
W podobny sposéb rozpatrz funkcje (3175 — 1){(s) i rozszerz ¢ do zbioru

CRe>O \ {1 +

Nastepnie polacz oba rozszerzenia i rozszerz ¢ do funkcji holomorficznej w Creso \ {1}
9. Uzasadnij, ze lims_14 ((s) = oo.
10. Uzasadnij, ze dla m € Z<( zachodzi 1imsﬂm I(s) = oo.

11. Na C\ Z rozwazamy funkcje S — dokladniej, definiujemy

n=—0oo z+

N

1
= i .
1) Nl—I>noon_ Nz+n

a) Uzasadnij, ze ciag (Ziv:_zv lern) jest niemal jednostajnie zbiezny w C \ Z.
N=0
b) Uzasadnij, ze f spelnia réwnanie f(z) = f(z + 1).

c¢) Naszkicuj wykres f na przedziale [0, 1].
Analityczna jednoznacznosé
12. Niech f,g € O(B(0,1)) beda niezerujacymi sie funkcjami. Zalézmy, ze fTI(%) = %( ydlan=2,3,.
Udowodnij, ze f/g jest stala.



13.

14.

Zasada odbicia Schwarza

Zalézmy, ze f jest funkcja holomorficzna w gérnej péiplaszezyznie, oraz ze f(z) zbiega jednostajnie do
0 w pasie 0 < Re(z) < 1 gdy Im(z) — 0. (Tzn. lime04 Sup,¢(o,1) |f (¥ +i€)| = 0.) Udowodnij, ze f = 0.

Zalézmy, ze f jest niezerujaca sie ciagla funkcja na B(0,1), holomorficzna w B(0, 1). Ponadto zal6ézmy,
ze |f(z)] =1 oile |z| = 1. Udowodnij, ze f jest stala. (Wsk. rozszerz f do C wzorem f(z) = 1/f(Z).)

Krzywa na plaszczyznie jest rzeczywista analityczna, jesli w otoczeniu kazdego swego punktu moze by¢

opisana jako wykres funkcji rzeczywistej analitycznej — funkcji rzeczywistej zadanej zbieznym na pewnym
przedziale szeregiem potegowym.

15.

16.

17.

Uzasadnij, ze krzywa rzeczywista analityczna moze by¢ w otoczeniu kazdego swego punktu sparametry-
zowana wzorem postaci (—e,€) D ¢t — f(t) € C, gdzie f € O(B(0,¢)).
Niech €2 1 Q2 beda ograniczonymi obszarami w C, ktérych brzegi sa krzywymi rzeczywistymi anali-
tycznymi. Zalézmy, ze f:3 — Qs jest ciagla, holomorficzna w €y, i przeksztalca brzeg 0; w brzeg
Qs.
a) Udowodnij, ze dla kazdego p € 99 istnieja: r > 0 i holomorficzna ¢: B(p,r) — C, takie ze na
0y N B(p,r) funkcje f i ¢ sa réwne. _
b) Udowodnij, ze istnieja: otwarty zbiér U C C zawierajacy €21 i funkcja ® € O(U), takie ze obcigcie
® do ©y pokrywa si¢ z f.

Kacik caltkowy
Oblicz catki:

< 1 e sin x > 1
4 T g — dr.
/,oox4+1$’ /,oox2+2x+2 “ /0 1+ 3%



