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Funkcje analityczne R. Lista 6

Runge

. Udowodnij, ze istnieje ciag wielomianéw zbiezny jednostajnie do 1 w B(4,1) U B(—4,1) i jednoczesnie

zbiezny jednostajnie do —1 w B(44,1) U B(—4i,1).

. Udowodnij, ze istnieje cigg wielomianéw zbiezny niemal jednostajnie do 0 na gornej pdéiplaszczyznie,

ktéry jednoczesnie nie jest nawet punktowo zbiezny w zadnym punkcie dolnej péiptaszczyzny.

. Udowodnij, ze istnieje ciag wielomianéw, ktéry dla kazdej liczby wymiernej ¢ € [0,2) zbiega niemal

jednostajnie na promieniu {rei™® | r > 0} do liczby q.

. Zalézmy, ze |z9] > R. Udowodnij, ze dowolny wielomian (od z) mozna przyblizaé¢ jednostajnie na

1
z—2z0 "

B(0, R) wielomianami od

. Udowodnij nastepujacy wariant tw. Rungego. Niech K C C bedzie zwarty, a f niech bedzie holomor-

ficzna w pewnym otoczeniu K. Zalézmy, ze zbiér S C C na niepuste przeciecie z kazda sktadowg C\ K.
Wtedy f mozna przybliza¢ jednostajnie na K funkcjami wymiernymi o osobliwosciach w S i skonczonej
granicy w nieskonczono$ci.

. Zalézmy, ze funkcje ciagle f, g sa okreslone na zwartym zbiorze K C C. Zalézmy tez, ze f przybliza

sie jednostajnie na K wielomianami od g. Udowodnij, ze wtedy kazdy wielomian od f przybliza sie
jednostajnie na K wielomianami od g.

[Znaczkami: (VP(z) € C[z])(Ve > 0)(3Q(z) € C[z])(Vw € K)(|P(f(w)) — Q(g(w))| < €).]

. Czy istnieje ciag wielomiandéw, ktory:

a) w B(0,1) jest niemal jednostajnie zbiezny do funkcji statej réwnej 1, a w obszarze C\ B(0, 1) jest
niemal jednostajnie zbiezny do funkcji statej réwnej 07

b) w B(0,1) jest niemal jednostajnie zbiezny do funkcji statej réwnej 1, a w C \ (B(0,1) UR.) jest
niemal jednostajnie zbiezny do funkcji statej réwnej 07

c) w B(0,1) jest niemal jednostajnie zbiezny do funkcji statej réwnej 1, a w obszarze C\ B(0, 1) jest
punktowo zbiezny do funkcji statej réwnej 07

Zasada maksimum

. Znajdz maksimum i wszystkie punkty, dla ktérych jest ono przyjete dla:

a) |cosz| na kwadracie Re z € [0, 27], Im z € [0, 27];
b) |e*| na B(0,1);
c) |27te*| na kwadracie |[Rez| < 1,1 <Imz < 2.

. Znajdz maksimum funkcji (22 — 1)3| na prostokacie | Re z| < 4, [Im z| < 1.
10.
11.

Zmajdz min{z® — 3zy? | |z, ly| < 1} (skorzystaj z 23 — 3zy? = Re((x + iy)?)).

Niech f, g beda funkcjami holomorficznymi w ograniczonym obszarze € i ciagtymi na . Udowodnij,
ze jesli f(z) = g(z) dla wszystkich z € 9, to f =g.

Jesli f jest ciagla w B(0, 1), holomorficzna w B(0,1) i rzeczywista na 9B(0, 1), to jest stala.

Niech f bedzie niestala funkcja holomorficzna na obszarze Q. Udowodnij, ze jedli | f| przyjmuje w 2o € Q
minimum lokalne, to f(zp) = 0.

Uzasadnij, ze jesli D jest domknietym kotem, f funkcja holomorficzna na pewnym otwartym zbiorze
zawierajacym D, za$ a tym punktem D, w ktérym |f| osiaga swe maksimum na D, to f'(a) # 0. Podaj
przyktad pokazujacy, ze jesli D jest kwadratem to tak byé¢ nie musi.

Kacik caltkowy
Dla a > 0 oblicz

* rsinz * cosz
PRI PRl
N e oo Xt a



