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Funkcje analityczne R. Lista 7

Rozwiniecia Laurenta

. Rozwin w szereg Laurenta (w bezposrednim otoczeniu wskazanych punktéw):

a)z%lwz:()iz:l; ¢) e* +sin(z) w 2 = 0;
b) 7(Z_1)1(Z_2) wz=12=21iz=0; d) 2T 2 w2 = 0.

Rozwin funkcje I jzz + 3%2 w szeregi postaci Zzozf

obszarem jest zwiazanie kazde z nich?

anz™.

o Ile istnieje takich rozwinie¢? 7 jakim

Na cze$é Fibonacciego rozwin Z2+ w szereg Laurenta wokot 0.

z—1
Niech 0 < 7 < R, iniech Q1 = {x+iy | (|z| > r)V(Jy| > r)}, Q2 = {z+iy | |z|, |y| < R}. Udowodnij, ze
kazda funkcje f € O(Q1N§2) mozna przedstawié¢ w postaci f1+ fo dla pewnych f; € O(£;) spelniajacych
lim, o f1(2) = 0.
Osobliwosci
Okresl typy osobliwosci podanych funkcji (uwzgledniajac 0o):

e?* z 1 ¢ 1 z+1 z
208 — ex - — ex

(z—1)%’ sinz’ 2’ P\, ) 22— 2’ P14

Udowodnij, ze funkcja calkowita, ktorej osobliwos¢ w oo nie jest istotna, jest wielomianem.

Wykaz, ze jeSli f ma w z biegun rzedu m, a P jest wielomianem stopnia n, to P o f ma w z biegun
rzedu mn.
Uzasadnij, ze jesli f jest holomorficzna w obszarze , to 1/ f jest meromorficzna w  (lub f = 0).
Czy istnieje:

a) funkcja f € O(B’(0,1)) spelniajaca nieréwnosé |f(z)| > exp(1/|z])?

b) funkcja catkowita f spelniajaca nieréwnosé |f(z)| > exp(|z|)?
Zatézmy, ze f € O(B’(0,1)). Udowodnij, ze jesli ffB'(0,1) |f(x+4iy)|?dzdy < oo, to f ma w 0 osobliwoéé
pozorna.
Niech Q C C bedzie obszarem, f € M(Q) funkcja niestaly. Uzasadnij, ze rozszerzenie f do ciaglego
odwzorowania Q — C jest odwzorowaniem otwartym.

Residua
Wyznacz residua funkcji
242242 e e"? 1 22n
, ) s —, ctgz, .
z2(z2 —1)2 z2(z—1) 1+ 22 sin z (z—1)n

7 ctg(nz)

Udowodnij, ze lim dz = 0.

n=% Jap(0,n+1) (Z + u)2
Niech K(a) bedzie kwadratem {z € C | |Rez|,|Imz| < a}
a) Udowodnij, ze dla N calkowitego dodatniego

N
1 = 1 2 & (=1
= +7r22 2

n=1

% BK(Tr(N-‘,-%)) 2’2 sin z B 6 n
Wywnioskuj wzér > 7 (7”# = ’{—;

b) Udowodnij, ze Y27 L = %2 W tym celu scalkuj ‘&2 po brzegu K (7N).

n=1 n2
Zalézmy, ze funkcja g jest holomorficzna w otoczeniu zg i ¢'(20) # 0, za$ funkcja f ma w g(z9) biegun

rzedu n. Uzasadnij, ze wtedy f o g ma w zy biegun rzedu n. Udowodnij tez, ze jesli n = 1, to
Res(f Og,Zo) = m Res(f,g(zo)).

Kacik caltkowy
Oblicz catki:

o0 1 d o cosr
———dx —dx.
oo (24 1)2 o T+ T2+ 1



