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Funkcje analityczne R. Lista 9

Indeks i twierdzenie Cauchy’ego

. Narysuj zamknigta krzywa. Dla kazdej skladowej jej dopelnienia wyznacz indeks punktu skladowej

wzgledem krzywej. Postaraj sig, by w Twoim przyktadzie pojawily sie indeksy +3 i —3.
Niech Q = C\ {2, —2}. Zalézmy, ze f € O(Q) i ze faB(2,1) f(2)dz =17, faB(72,1) f(z)dz = 5.
a) Narysuj zamkniete krzywe v, n w €, takie ze fv f(z)dz =1, fn f(z)dz = —3.
b) Jakie inne wartosci calek f wzdluz zamknigtych krzywych potrafisz uzyskaé?
¢) Podaj przyktad funkcji f spelniajacej zalozenia zadania.
Dla f € O(Q) okreslmy Per(f) = {f,y f(2)dz | v jest krzywa zamknieta w Q}. Zbadaj, jakim zbiorem
moze by¢ Per(f), a jakim jego domkniecie — dla nastepujacych €:
a) Q= C\{0};
b) & =C\{-11}
¢) Q=C\{-1,0,1}.
W kazdym przypadku zilustruj swoje tezy odpowiednimi przyktadami funkcji f.

Niech funkcja g bedzie holomorficzna w otoczeniu a i spetia ¢'(a) # 0.
a) Niech v,(t) = a+re®, t € [0,2n]. Uzasadnij, ze Indge-, (9(a)) = 1 dla dostatecznie malych r.
b) Zalézmy, ze funkcja holomorficzna f ma izolowana osobliwo$é w g(a). Udowodnij, ze

Res(f(2),g(a)) = Res(f(g(2))g'(2), ).

Oblicz Res(sin(ctg(z)),0).

Zasada argumentu

Udowodnij, ze wszystkie pierwiastki wielomianu 2% — 2% + 322 — 20z + 15 leza w B(0, 10).

Znajdz liczbe pierwiastkéw wielomianu 2% + 62 + 3: (a) w B(0,2); (b) w pierécieniu A(1,2).
Udowodnij, ze réwnanie e* = 327 ma 7 rozwigzan w B(0, 1).

Zalézmy, ze f € O(B(0,2)), |f(z)] >2dla |z| =1, f(0) = 1. Czy f musi mie¢ zero w B(0,1)?

Lemat Schwarza

Czy istnieje holomorficzna w kole jednostkowym funkcja f, taka ze f(0) = 1/2, f(1/2) =7/8i|f(2)] < 1
gdy |z| < 17

Niech f: B(0,1) — B(0,1) bedzie holomorficzna. Udowodnij, ze |f'(0)| < 1 — nawet jesli f(0) # 0.
Zal6zmy, ze holomorficzna f: B(0,1) — B(0,1) spelnia f(0) = 0, ale nie jest obrotem. Udowodnij, ze
dla kazdego z € B(0,1) ciag (z, f(2), f(f(2)), f(f(f(2))),...) jest zbiezny do 0.

Kacik catkowy

Oblicz (wsk. indented semi-circle):
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Niech a > b > 0. Uzyj podstawienia z = €'’ by pokazaé, ze

/2“ df _/ dz
o a-+bcosh aB(o,l)iz(a—l—%(z—i—l/z))

i obliczy¢ te catke.



