Funkcje holomorficzne

Definicja.
Niech 2 C C bedzie otwarty, f: Q2 — C, zg € Q.
Funkcje f nazywamy holomorficzng (lub: rézniczkowalng w sensie zespolonym) w zg, jesli istnieje granica

lim f(zo+h) — f(z0)
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(ktérej warto$é nazywamy pochodna f w zg i oznaczamy f'(2g)).
Funkcja f jest holomorficzna w Q (f € O(Q)), jesli jest holomorficzna w kazdym z € Q.
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Wtasnosci — analogiczne jak w R, tacznie z dowodami
L (fxg)=f+g
2. (fo) =Ffg+fg
3. ) — fg fg
4. (feg)(z) = f'(9(2) - 9'(2)



Warianty definicji
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2. 3dd e C f(z+h) = f(2) + dh + ho(h) dla pewnej funkcji ¢: - c takiej ze limp_,0 @(h) = 0.

Rézniczkowalnosé zespolona a rzeczywista
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Rzeczywista rézniczkowalnosé f w z:
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dla pewnego przeksztalcenia liniowego L: R? — R? zwanego pochodna, oznaczanego D f., o macierzy

Dla poréwnania, mnozenie przez liczbe zespolona d = a + bi jest R-liniowe:
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Nastepujace warunki sa rownowazne:
1. f jest holomorficzna w z;

2. f jest rozniczkowalna w sensie rzeczywistym w z i m(D f,) jest postaci (Z _ab) dla pewnych a,b € R;

3. f jest rozniczkowalna w sensie rzeczywistym w z oraz
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(te dwie réwnodci to tzw. réwnania Cauchy’ego—Riemanna).



Definicja
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Szeregi potegowe

Chodzi o szeregi postaci
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Zan(z — zo)™.
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Zbieznosé tego szeregu dla z = w jest réwnowazna zbieznosci szeregu g a, 2" dla z = w — zp.
n=0
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Promieniem zbiezno$ci szeregu g anz" (gdzie a, € C) nazywamy liczbe R € [0, oo] okreslona wzorem
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Twierdzenie
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Szereg g anz"
=0

a) jest zbiez_ny dla |z| < R;
b) jest rozbiezny dla |z| > R;
¢) jest zbiezny bezwzglednie i niemal jednostajnie w B(0, R).
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Dowdéd twierdzenia.
Zalézmy 0 < R < co. Niech L = & = limsup,,_, . ¥/|ax|.
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Suma szeregu Zanz” o promieniu zbieznosci R okresla ciggla funkcje f: B(0, R) — C.
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Twierdzenie

Niech R bedzie promieniem zbieznosci szeregu Za 2" f(z Zanz dla |z] < R. Wtedy f jest
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holomorficzna w B(0, R), a jej pochodna jest suma szeregu Z Napz
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Funkcja f w powyzszym twierdzeniu jest nieskonficzenie wiele razy rézniczkowalna w B(0, R), a jej
pochodne mozna obliczaé rézniczkujac szereg wyraz po wyrazie.



Na brzegu kota zbieznosci

Moze by¢ réznie:
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7;0,2" jest rozbiezny dla kazdego z € C(0,1). C(O, R)‘: fa B (OIR>
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Sumowanie przez czesci / sumowanie Abela
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Twierdzenie (Abel)
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