Exponens

Definicja.

Podstawowe wlasnosci
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Catka po krzywej — w poszukiwaniu definicji

e Dla rzeczywistych p < k i funkcji f: [p, k] = C, f = u + v (gdzie u,v: [p, k] = R) okreslamy

fl(x) =/ (z) + iv'(x)

/pk flx)de = /pku(x)d:r Jrz'/pkv(x)dx

. fpk f(@)dx = F(k) — F(p) jesli F' = f. Niech f € C(2) — czy mozna uzy¢ innych krzywych z p do k?
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e Juz w R jest duzo krzywych z p do k!
[ab] [ k], C*, v(a) = p, v(b) =k, +' > 0.
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e Ten sam rachunek ma sens dla F, f: Q — C, F' = f, f ciagle].
Zdefiniujemy wiec

I F(2)dz jako [ f(v(t))y (t)dt.




Co to jest krzywa
Krzywa w Q to v: [a,b] — Q. Krzywa jest:
— ciagla : gdy v jest ciagla;
— C': gdy 7/ jest ciagla (w tym w a i w b);

(@ — C*, regularna : gdy 4’ jest ciagta i 9/ nie zeruje sie w [a, b]; «— l"v}'vvo. S—CQ‘,UC_Q
— kawalkami C!, regularna : gdy istnieja a =ap <a; <...<ap=2>b
[—/} takie ze y|q,_, q,) 52 C', regularne; “— L/szwd\

Ce — zamknieta : gdy v(a) = v(b).

Definicja
Dla krzywej v: [a,b] — Q i ciaglej f: Q@ — C definiujemy

. b
/ f(2)dz = / FO/ @) (Bt
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W zalozeniach definicji:
1) jesli f = F’ dla F € O(Q), to f f(z)dz = F(y(b)) — F(v(a));
2) jesli f=F'1~ jest zamkm@ta to f f(z)dz = 0.

Przyktad.
Niech Q = C\{O}f —etdlateOQW
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Zmiana parametryzacji

Definicja
Dwie krzywe 7: [a,b] — Qi n:[c,d] — Q sa réwnowazne, jesli istnieje kawaltkami-C-funkcja s:[a, b] —
[e, d], taka ze
1) (1) = n(s(t));
2) (Vt € [a,b])(s'(t) > 0);
3) s(a) =¢, s(b) =d.
Lemat
Jedli f € C(Q) za$ v, n sa réwnowaznymi krzywymi w €, to
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Dowéd.
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Przyktad, cd. \
Lf(z)dz = Z/W f(2)dz il

Bedziemy czesto pisaé

f(2)dz z domniemana parametryzacja konturu T

Fakt
Niech Q bedzie obszarem, f € O(Q), f' =0. Wtedy f jest stala.
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Oczywiste wlasno$ci catki

Fakt
Niech f,g € C(Q), 7:[a,b] = Q — krzywa.
1)
Yo, 5 € C, + Bg(z))d z)dz + 8
o A(af(Z) 9(2))dz = a/ : /

2) Niech 7: [=b, —a] — Q, 7(t) = v(—t). Wtedy

/%f(z)dsz(z)dz

3) Niech v* = 7[[a, b]] bedzie obrazem krzywej 7. Wtedy
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Lemat Goursata

Twierdzenie
Zatézmy, ze T jest domknietym tréjkatem zawartym w obszarze Q. Niech f € O(Q2). Wtedy

/an(z)dz =0
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Powtarzamy, definiujac przez indukcje ciag trojkatow T taki ze
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Stad dostajemy: d, = 2" "dg, p, = 2~ "po, ’faT f(z dz’ >4~ "UaTO dz‘.
Zstepujacy ciag tréjkatow T0 O T1 D T2 o ... sklada sie ze zbioréw zwartych o $rednicach dazacych do 0 —
zatem [|T" = {z0} dla pewnego zp € T. Zapiszmy holomorficzno$é f w zp:

f(2) = f(20) + f'(20)(2 — 20) +9(2)(2 — 20), Y(z) =0 gdy z— 2
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Twierdzenie Cauchy’ego dla dysku

Whiosek (niezbyt powazny) Z

Dla f € O(Q) i domknietego prostokata R C Q mamy [, f(z)dz = 0.

Twierdzenie
Funkcja holomorficzna w kole otwartym ma pierwotna.

Dowéd. BSO: kolo to B(0, R), f € O(B(0, R)).
Dla z € B(0, R) ktadziemy F(z) = [[0 g Wd,w
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Whiosek 1. (Twierdzenie Cauchy’ego dla dysku)
Niech f € O(B), v — zamknieta krzywa w dysku B. Wtedy fv f(z)dz =0.

Whiosek 2.
Niech f € O(B), v,n — krzywe w B o wspolnym poczatku p i koricu k. Wtedy [7 f(2)dz = fn f(2)dz



