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Homotopia

Definicja.

Niech 79,71 [a, b)] — Q beda ciaglymi krzywymi o wspdlnych koricach (tzn. vo(a) = y1(a) = p, y0(b) =
7 (b) = k). Méwimy, ze vo 1 1 sa homotopijne (modulo korice, w zbiorze 1), jedli istnieje ciagla funkcja
(homotopia) H: [a,b] x [0,1] — £, taka ze

Yt € [a,b], H(t,0)=0(t)

H(t,1) = 1() —
Vs €[0,1] H(a,s) = '7 R
H(b,s)zkz —

Oznaczenie: -y ~ v1; lub, precyzyjniej, vo ~ 71 rel {a, b}.

Przyktad J2

o Jesli Q jest wypukly, to kazde dwie ciggle krzywe sa homotopijne:

W
Hts)= (4= 9)8H) + sTl) %

e Jesli  jest homeomorficzny ze zbiorem wypuklym, to kazde dwie ciagle krzywe sa homotopijne: u
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Definicja
Obszar ) nazywamy jednospdjnym, jesli w Q kazde dwie ciaggle krzywe o wspolnych koncach sa homo-
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Twierdzenie.
Niech Q C C bedzie otwarty, f € O(Q), za$ vo,71:[a,b] — Q niech beda dwiema homotopijnymi

krzywymi o wspolnych koncach. Wtedy
/ f(z)dz = / f(z)dz. 2 Q
Yo 71

Dowdd.
Niech R = [a,b] x [0, 1]; niech H: R — 2 bedzie homotopia o z 71. 5,
Niech e = d(H[R],C\ Q) > 0.
Dobierzmy ¢ > 0 tak, by (Vr,r’ € R)(|r —+'| < d=|H(r) — H(r')| < ¢).
Podzielmy R na prostokaty R;; o Srednicach < d; wtedy diam H[R;;] < e.
Do kazdego R;; mozna dobraé¢ otwarte kolo B;; tak, by H[R;;] C B;; C (.
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Niech 7y;; bedzie tamang laczaca obrazy przez H wierzchotkéw R;;.

T
T;j: [0, Li] = /’—‘%

< 3! ‘R—J‘g y

Mamy fw f(2)dz =0 (z tw. Cauchy’ego dla dysku).

0= Z f(z)dz= | f(z)dz— / f(z)dz
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‘Whiosek
Niech 2 C C bedzie obszarem jednospdjnym.
1. Kazda funkcja f € O(Q2) ma pierwotna w 2.
2. Dla dowolnej f € O(Q) i dowolnej zamknietej krzywej v w Q zachodzi f,y f(z)dz =0.
3. Dla dowolnej f € O(2) i dowolnych krzywych ~o,71 w §2, o wspdlnych koricach, zachodzi

/% F(2)dz = L F(2)dz.
Dowéd.

Warunki 2) i 3) wynikaja z 1) (tak jak to bylo dla dysku).
Pokazujemy 1). Niech f € O(Q); ustalmy zp € Q. Dla z € Q wybieramy krzywa . w € laczaca zo z z.
Niech

F(z) ::/7 f(w)dw
Niedt z e B(2,€) €S0 ; wiedh [hl<e
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Logarytm

Przyklad.
Logarytm mozna zdefiniowaé¢ w 2 = C \ R<( jako calke:
dw
log z = —,
w

Y=

gdzie v, jest krzywa w 2 z 1 do z. Obszar (2 jest jednospdjny, wiec definicja jest poprawna i okresla w 2

funkcje pierwotna dla funkcji %

Ten logarytm mozna jawnie wyliczy¢:

ot .
= log (re)= 2 ¢ [ = it 4 logr

% %,
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S g fR)de= j?(z)c‘z Mo donole

Wariant: swobodna homotopia zamknigtych krzywych.
Jesli vo,71: [a, b] — Q sa ciaglymi krzywymi zamknietymi, to nazywamy je homotopijnymi (swobodnie),

jesli istnieje homotopia — ciagte H: [a,b] x [0,1] — Q, takie ze

Vt, s, H(t,0) =~(t), H(t,1)=m(t), H(a,s)=H(,s).

Twierdzenie
Jesli f € O(Q), za$ v, 71 sa homotopijnymi krzywymi zamknietymi w Q, to f% f(2)dz = f'n f(2)dz
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Przyklad 2.

Niech A(r,R) ={z € C|r < |z| < R}.
Dla p € (r, R) niech ,(t) = pe',t € [0, 27].
! &)
Do f,6€ CrR) boope ‘ >
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Przyktad.
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Twierdzenie (Brouwer)
Kazde ciagle odwzorowanie domknietego kota w siebie ma punkt staty.

Dowdd.

Niech D ={z € C| |z| < 1}.

Zatozmy nie wprost, ze ciagle f: D — D nie ma punktu stalego ((Vz € D)(f(z) # z)).
7 takiego f mozna wyprodukowaé retrakcje kola na brzeg:

ciagle r: D — 9D spelniajace r(z) = z dla z € dD.

Uzywajac r budujemy homotopie (w C\ {0}) krzywych (okreslonych dla ¢ € [0, 27])

okredlajac ja wzorem '
H(t,s) = r(se™).

Ale « i n nie sa homotopijne w C\ {0}, gdyz
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