Cauchy
Twierdzenie (wzér Cauchy’ego)

Niech €2 bedzie obszarem w C, D = B(zg, R) dyskiem, ktérego domkniecie zawiera sie w Q, f € O(Q).
Wtedy dla z € D zachodzi
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Niech v.(t) = z + ee®,t € [0,27] bedzie matym okregiem wokdt z
holomorficzna w Q \ {z}, za$ 7. ~ 0D w Q\ {z}; zatem
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Twierdzenie

Niech Q bedzie obszarem w C, D = B(zg, R) dyskiem, ktérego domkniecie zawiera sie¢ w Q, f € O(Q).
Wtedy f rozwija sie w zg w szereg potegowy, zbiezny w D do f (jednostajnie).

Dowdd.

Niech z € D. Wtedy f(2) = 5 [5p = f(w)dw
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By uzasadnié¢ jednostajno$é zbieznosci w D stosujemy powyzszy argument do nieco wiekszego dysku
B(zp,R+¢€) CQ.
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Funkcja f € O(Q):
e jest rézniczkowalna w €2 nieskonczenie wiele razy;
e w kazdym zg € () rozwija sie w szereg potegowy, zbiezny do f w B(zp, p) dla p = d(zo, 00Q);
e spelnia nastepujace szacowanie pochodnych w zy € Q:

Mn!
|f(n)(20)| < Rn

gdzie B(zp, R) C Q a M = sup{|f(2)|| |z — 20| = R}.



Przyktad.
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e [ rozwija sie wokél r € R w szereg potegowy o promieniu zbieznosci v 1 + 2.
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Twierdzenie (Liouville) S X = -
Ograniczona funkcja f € O(C) jest stala. 2¢
Dowdd. A .
Niech M = sup{|f(#)] | z € C}. Wtedy dla kazdego R zachodzi A2 - grime. 00
' W
n Mnl!
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stad, dla n > 1, f("(0) = 0. Rozwijamy w szereg w 0:
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Whiosek (zasadnicze twierdzenie algebry)
Zespolony wielomian dodatniego stopnia ma zespolony pierwiastek.
Dowdd.
Nie wprost: zalozmy, ze P(z) nigdzie si¢ nie zeruje. Wtedy f(z) = % jest holomorficzna w C.

Zastosujemy do niej tw. Liouville’a; w tym celu pokazemy, ze jest to funkcja ograniczona — czyli pokazemy,
ze |P(z)| jest ograniczone z dotu przez pewng liczbe dodatnia.

Strategia: poza duzym dyskiem wielomian jest duzy, a w (domknietym) dysku funkcja |P(z)| osiaga
minimum z powodu zwartosci dysku.

Duze |z|: niech P(z) = >__, arz”, a, # 0. Mamy
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Matle |z|: funkcja B(0, R) 3 z + |P(2)| € Ry jest ciagla funkcja okreslong na zbiorze zwartym; osiaga
ona dodatnie minimum c. Zatem
|P(2)]>¢>0  dla|z| <R.
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Kontynuacja analityczna

Twierdzenie

Niech f bedzie holomorficzna w obszarze €. Zal6zmy, ze zbiér zer f ma w ) punkt skupienia. Wtedy
f=0.

Dowdd

7 zalozenia: istnieje ciag parami réznych zer zj funkcji f zbiezny do pewnego zp € 2.
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1) PokaZemy7 ze [ jest zerowa w otoczeniu zg. Rozwinmy f w szereg potegowy w zo: dla z € B(zp, R)
mamy f(z Zan z — 29)". Zalézmy nie wprost, Ze ten szereg nie jest zerowy — niech a,, bedzie jego

pierwszym mezerowyrn wspdlczynnikiem.

f(2) = am(z — z0)™ (i —(z— Zo)"_m> = am(z — 20)™(1 + g(z — 20))
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Zatem f = 0 w otoczeniu zg.
2) Niech
U={z€Q| f=0w pewnym kole wokét z}.

U jest otwarty.

Q\U jest otwarty: gdyby U 3 2z — z0 € Q\U, to (z 1)) mielibySmy f = 0 w otoczeniu z, czyli 29 € U.
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Niech Q bedzie obszarem, f,g € O(). Jesli
e f =g w pewnym otwartym podzbiorze §2;

lub (og6lniej) A’Q '@ - 3
e f =g na pewnym ciagu parami réznych punktéw majacym granice w €;

to f = g na calym obszarze ().
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Przyklad 1. Logarytm.
s) Dla z € B(1,1) okreéliliémy “logarytm szeregowy”:

S . z—ﬂh
g, (2) = 3 (1)

b) Dla z € C\ R<q okredliliémy “logarytm biegunowy”:
log,(z) = log(r) + it, z=re', —m<t<m.

c¢) Dla z € C\ R<g okreslilismy “logarytm catkowy”:
1 . .
log.(z) = / —dz, gdzie 7, jest krzywa z 1 do z w C\ R<.
> <
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Wiemy / latwo sprawdzamy, ze te funkcje sa réwne dla rzeczywistych z € [1,2). Na mocy wniosku
kazde dwie z nich sa réwne (tam, gdzie sa obie zdefiniowane).

Przyktad 2.

sin(z + w) = sin z cosw + cos z sinw

a) Znamy ten wzor dla z,w € R.

b) Ustalmy (dowolne) rzeczywiste z i potraktujmy lewa i prawa strone jako holomorficzne funkcje w € C.
Te funkcje sg réwne na R, wiec i na C.
To uzasadnia nasz wzor dla dowolnych z € R, w € C.

¢) Ustalmy (dowolne) zespolone w i potraktujmy lewa i prawa strong jako holomorficzne funkcje z € C.
Te funkcje sa réwne na R, wiec i na C.
To uzasadnia nasz wzor dla dowolnych z,w € C.



Przyklad 3.
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Niech 2 = C\ ((—o0, —1] U [1,00)). Jest to obszar jednospéjny.

a) Gdy z € Q, 1 — 22 € C\ (—00,0]. Zatem mozna sensownie okredli¢ funkcje log(l — 22) € O(Q) —
pokrywajaca sie z rzeczywista funkcja log(1 — 22) na (—1,1).

b) Definiujemy v1 — 22 = exp(2 log(1 — 2?)) dla z € Q. To okresla /1 — 22 € O(Q), standardowe rzeczy-
wiste na (—1,1).

¢) Niech f(z) = f[O,z] \/% dla z € 2. Wtedy f € O(2). Dla z € (—1,1) mamy f(z) = arcsin(z).

sin(f(z)) = =_
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