
Morera

Twierdzenie Morery

Niech f będzie ciągłą funkcją na otwartym Ω ⊆ C. Załóżmy, że dla każdego domknię-
tego trójkąta T ⊆ Ω zachodzi �

∂T

f(z)dz = 0.

Wtedy f jest holomorficzna w Ω.

Dowód.
Niech z0 ∈ Ω, B(z0, R) ⊆ Ω. Pokażemy f ∈ O(B(z0, R)).
Definiujemy F (z) =

�
[z0,z]

f(w)dw dla z ∈ B(z0, R).



Wniosek 1

Niech fn ∈ O(Ω), fn −→ f niemal jednostajnie w Ω. Wtedy f ∈ O(Ω).
Co więcej, f ′

n −→ f ′ niemal jednostajnie w Ω (i także samo dla wyższych pochodnych).

Dowód.
Funkcja f jest ciągła jako niemal jednostajna granica funkcji ciągłych. Dla trójkąta

T ⊆ Ω: �

∂T

f(z)dz = lim
n→∞

�

∂T

fn(z)dz = 0.

Na mocy tw. Morery f ∈ O(Ω).

Zbieżność pochodnych:
Niech K ⊆ Ω będzie zwarty, r = 1

2
d(K, ∂Ω), Kr = {z ∈ C | d(z,K) ≤ r} (też zbiór

zwarty).
Mamy fn −→

−→ f na Kr. Dla z ∈ K:



ζ Riemanna

Przykład.

ζ(s) =

∞�

n=1

1

ns

Uzasadnimy, że ten wzór określa holomorficzną funkcję w Ω = {s ∈ C | Re(s) > 1}.

Dla dowolnego σ > 1: szereg
�

n−s majoryzuje się – dla Re(s) ≥ σ – przez zbieżny
szereg liczb dodatnich

�
n−σ; zatem zbiega jednostajnie w półpłaszczyźnie Re(s) ≥ σ.

Stąd
�

n−s zbiega niemal jednostajnie w Ω i określa ζ ∈ O(Ω).

Lemat (zadanie)

Jeśli AN =
�N

n=1 an są wspólnie ograniczone, to szereg
�∞

n=1 ann
−s zbiega niemal

jednostajnie w obszarze Re(s) > 0.

Np.
�

(−1)nn−s zbiega niemal jednostajnie (i zadaje funkcję holomorficzną) w ob-
szarze Re(s) > 0.



Wniosek 2

Niech F :Ω× [a, b] → C będzie ciągła. Załóżmy też, że dla każdego s ∈ [a, b] funkcja
F (·, s) ∈ O(Ω). Połóżmy

f(z) =

� b

a

F (z, s)ds.

Wtedy f ∈ O(Ω).

Dowód.
Używamy Morery:

�

∂T

f(z)dz =

�

∂T

�� b

a

F (z, s)ds

�
dz =

� b

a

��

∂T

F (z, s)dz

�
ds = 0

Dokładniej:

Przykład.
Niech f ∈ C([a, b]). Definiujemy

�f(z) =
� b

a

f(t)e−itzdt.

Wówczas �f ∈ O(C).



Γ Eulera

Przykład.

Γ(s) =

� ∞

0

e−tts−1dt

Ta całka zbiega dla Re(s) > 0:

Niech Γǫ(s) =
� 1/ǫ

ǫ
e−tts−1dt.

Z wniosku 2 z tw. Morery wiemy, że Γǫ ∈ O(C).
Pokażemy, że Γǫ

−→
−→ Γ w Ωδ,M = {s ∈ C | δ < Re(s) < M} (dla dowolnych 0 < δ <

M < ∞).
Z wniosku 1 z tw. Morery wyniknie wtedy, że Γ ∈ O({s ∈ C | Re(s) > 0}).



Γ – kontynuacja analityczna

Fakt

Γ(s+ 1) = sΓ(s) (dla Re(s) > 0)

Dowód.

� 1/ǫ

ǫ

d

dt
(e−tts)dt =

Wniosek

Γ ma kontynuację analityczną do C \ Z≤0.

Dowód.

Γ(s) =
Γ(s+ 1)

s
=

Γ(s+ 2)

(s+ 1)s
=

Γ(s+ 3)

(s+ 2)(s+ 1)s
= . . .



Zasada odbicia Schwarza

Załóżmy, że Ω jest obszarem symetrycznym względem osi rzeczywistej; niech:
Ω+ = {z ∈ Ω | Im(z) > 0},
Ω− = {z ∈ Ω | Im(z) < 0},
I = Ω ∩R.

Lemat

Jeśli F jest ciągła na Ω i holomorficzna w Ω \R, to F jest holomorficzna w Ω.

Dowód.



Twierdzenie (zasada odbicia Schwarza)
Załóżmy, że f jest ciągłą funkcją na Ω+ ∪ I, holomorficzną w Ω+ i rzeczywistą na I.

Wtedy istnieje rozszerzenie F ∈ O(Ω) funkcji f .

Dowód.
Definiujemy F na Ω− wzorem:

F (z) = f(z)


