Morera

Twierdzenie Morery
Niech f bedzie ciagla funkcja na otwartym €2 C C. Zaldézmy, ze dla kazdego domknie-
tego tréjkata T C ) zachodzi

f(2)dz =

oT
Wtedy f jest holomorficzna w (2.

Dowdd.
Niech zg € Q, B(zp, R) C Q. Pokazemy f € O(B(zp, R)).
Definiujemy F'(z) = f[ZO . f(w)dw dla z € B(z, R).
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Whniosek 1
Niech f,, € O(Q), f,, — f niemal jednostajnie w 2. Wtedy f € O(Q).
Co wigcej, f/ — f’ niemal jednostajnie w €2 (i takze samo dla wyzszych pochodnych).

Dowadd.
Funkcja f jest ciagla jako niemal jednostajna granica funkcji cigglych. Dla tréjkata
T CQ:

f(z)dz = lim fn(2)dz = 0.
Na mocy tw. Morery f € O(Q).

Zbieznos¢ pochodnych:
Niech K C Q bedzie zwarty, r = 3d(K,0Q), K, = {z € C | d(z,K) < r} (tez zbiér

zwarty).
Mamy f,, = f na K,. Dla z € K:
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Przyktad.
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Uzasadnimy, ze ten wzor okresla holomorficzna funkcje w © = {s € C | Re(s) > 1}.
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Dla dowolnego o > 1: szereg > n~® majoryzuje sie — dla Re(s) > o — przez zbiezny
szereg liczb dodatnich Y n~7; zatem zbiega jednostajnie w polplaszczyznie Re(s) > o.
Stad > n~* zbiega niemal jednostajnie w i okresla ¢ € O(Q).

Lemat (zadanie)
Jesli Ay = N

, . . o —
n—1 n sa wspélnie ograniczone, to szereg Y -, a,n
jednostajnie w obszarze Re(s) > 0.

% zbiega niemal

Np. > (—1)"n~*% zbiega niemal jednostajnie (i zadaje funkcje holomorficzna) w ob-
szarze Re(s) > 0.
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Whniosek 2
Niech F:Q x [a,b] — C bedzie ciagla. Zalézmy tez, ze dla kazdego s € [a, b] funkcja
F(-,s) € O(Q). Potézmy

Wtedy f € O(Q).

Dowadd.
Uzywamy Morery:

"ﬂ% | @)z = /8T (/ab F(, s)ds> dz = /ab </6)T F(, s)dz) ds =0
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Przyktad.
Niech f € C([a,b]). Definiujemy

b
= / f(t)e =dt.

Woéwezas f € O(C).
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Przyktad.
I'(s) =

Ta calka zbiega dla Re(s) > 0:
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Niech I'.(s) =

fl/e _tts ldt
Z wniosku 2 z tw. Morery wiemy, ze I'. € O(C).
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Pokazemy, ze I'e =T' w Qs = {s € C | § < Re(s) < M} la dowolnych 0 < § <

M < o).
Z wniosku 1 z tw. Morery wyniknie wtedy, ze I' € O({s € C | Re(s) > 0}).

€
| 1 (s)- \"e(s)| ¢ Se—tjco—.qtﬁ
0

e<1

A\

(3
- -1
get -(:g at
6 ¢ AN
§ £ ok
Fo) ]
eS

-
lle-so

@)

00

v et At
Ye

o A
\S\e_t éM"‘ A
Ye /\\

., et b

l/‘

CM

St
-~ A/’Z

4/5



I' — kontynuacja analityczna

Fakt
[(s+1) =sI(s) (dla Re(s) > 0)
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Wnhiosek
I' ma kontynuacje analityczna do C \ Z<.
Dowdd.
r B I'(s+1) B I'(s+2) B I'(s+3)
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Zasada odbicia Schwarza
Zal6ézmy, ze €) jest obszarem symetrycznym wzgledem osi rzeczywistej; niech:
Ot ={z€ Q| Im(z) >0},
Q" ={z€ Q|Im(z) <0},
I=0NR.
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Lemat
Jesli F jest ciagla na € i holomorficzna w Q \ R, to F' jest holomorficzna w 2.
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Twierdzenie (zasada odbicia Schwarza)
Zalézmy, ze f jest ciggla funkcjg na Q7 U I, holomorficzng w Q% i rzeczywista na I.
Wtedy istnieje rozszerzenie F' € O(£2) funkcji f.

Dowadd.
Definiujemy F' na €2~ wzorem:
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