Runge

Przyktad.
Funkgcji % na pierscieniu A(1,2) nie da si¢ jednostajnie przybliza¢ wielomianami.

o Funkcje wymierne to ilorazy wielomianow:

P(z)

16)= 50y

fe0(C\2(Q)

gdzie Z(Q) to zbior zer wielomianu Q(z). Méwimy, ze osobliwosci / bieguny funkcji
f leza w zbiorze Z(Q).

e Co z przyblizaniem % wielomianami na innych zbiorach:
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Twierdzenie (Runge)

Niech K C C bedzie zwarty, a f niech bedzie holomorficzna na pewnym otoczeniu K.
a) Zalézmy, ze zbiér S ma niepusty przekrdj z kazda ograniczona skltadowa C\ K. Wtedy

f mozna przybliza¢ jednostajnie na K funkcjami wymiernymi o osobliwosciach w S.
b) Zalézmy, ze C\ K jest spdjny. Wtedy f mozna przyblizaé jednostajnie na K wielo-

mianami.
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Lemat 1
Istnieje skonczony uklad odcinkéw ~q,...,ynv w Q\ K, taki ze dla z € K

9= S g [ 4w

n=1

Dowéd.

Rozwazamy siatke kwadratéw o $rednicach mniejszych od d( K, 012).

Niech @ ={Q1,...,Q} beda tymi z kwadratéw siatki, ktére zahaczaja o K.
Y1,-..,7Nn — boki kwadratow siatki, ktore naleza do doktadnie jednego kwadratu z Q
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Wzoér Cauchy’ego: dla z € int(Q,,)

A
| fw) £@) |, oK w=wm
0 ';\,Q;C_ nEm

Dla z € K\ U, 0Qn:
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7 ciagtosci obu stron na K wynika, ze réwnos¢ zachodzi dla wszystkich z € K.



Lemat 2
Funkcja z — f7 %dw przybliza si¢ jednostajnie na K funkcjami wymiernymi o
osobliwosciach w ;.
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Lemat 3 7
Jesli zg, z1 leza w tej samej sktadowej C\ K, to funkcje ﬁ mozna przybliza¢ jedno-
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stajnie na K wielomianami od ———. (W konsekwencji wielomiany od ﬁ mozna przy-

=) / / Y,

—Z1
bliza¢ jednostajnie na K Wlelomlanam1 od

Dowdd.
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) Niech U b@dzie rozwazana skladowa C \ K, zp € U.
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Z czesci 1) wnioskujemy, ze V' jest otwarty:

jedli z1 €V, z3 € B(z1,7) C B(21,3r) CC\ K, to

2_121 przybliza si¢ jednostajnie na K wielomianami od 2_1

_120 przybliza si¢ jednostajnie na K wielomianami od 2_1

mozna przybliza¢ jednostajnie na K wielomianami od ——}
zZ—20 z—2z1

Teraz pokazemy, ze U \ V tez jest otwarty:

Gdyby tak nie bylo, te pewne z; € U \ V' byloby granica ciagu (z,) elementéw V.
Niech z;, € B(z1,7) C B(21,4r) C C\ K;

wtedy 21 € B(zi,7) C B(2,3r) CC\ K

i mamy z; € V, sprzecznosc.
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wielomianami od z.

Lemat 4
Zalézmy, ze K C B(0, R) i ze |29| > 2R. Wtedy ﬁ przybliza sie jednostajnie na K

Dowdd.
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Podsumowanie dowodu twierdzenia:




Przyktad.
Istnieje cigg wielomianéw P, (z) € C|z], taki ze:

P, — 1 niemal jednostajnie w obszarze Im(z) > 0,
P,, — —1 niemal jednostajnie w obszarze Im(z) < 0,
P,, — 0 niemal jednostajnie na R.

Niech K,, = {z € C| —n < Re(z) < n,Im(z) € [-n, -] U{0} U [1, n]}

Dopetnienie K, jest spOjne, zatem funkcje holomorficzne na otoczeniu K, mozna
przybliza¢ jednostajnie na K, wielomianami.
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Odwzorowania otwarte

Odwzorowanie jest ciagte, jesli przeciwobrazy zbioréw otwartych sa otwarte.

Odwzorowanie jest otwarte, jesli obrazy zbioréw otwartych sg otwarte.
Jest to wlasnoéé lokalna: f:Q — C jest otwarte, jes’.li kazdy punkt p € €2 ma otwarte

otoczenie ktorego obraz zawiera otwarte otocznie f(p
Odwzorowanie moze by¢ ciagle, a nie by¢ otwarte. ’
Przyktad 1. Odwzorowanie state.

Przyktad 2.
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