Otwartosé odwzorowan holomorficznych

Lemat

Niech Q bedzie obszarem jednospdjnym, f € O(Q2). Zalézmy, ze f nie ma zer w
Q. Wtedy f ma w Q analityczny logarytm: istnieje g € O(Q), takie ze expog = f. W
konsekwencji f ma w Q analityczny pierwiastek dowolnego stopnia: istnieja g, € O(1),

takie ze g, (2)" = f(z) dla z € Q (n € N).

Dowdd.
Ustalmy zo € Q i liczbe a € C, taka ze e* = f(z). Dla z € Q niech v, bedzie krzywa
z 29 do z. Zdefiniujmy
f'(w)
dw.

v f(w)

g(z2) =a+

Wtedy g € O(Q).
o F(z)
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gn(2): = exp(% 9(2\)

Twierdzenie (o odwzorowaniu otwartym)
Niestata funkcja holomorficzna okreslona na obszarze jest odwzorowaniem otwartym
(tzn. obrazy zbioréw otwartych sa otwarte).

Dowéd. 7
Niech f € O(€), zo € Q. Pokazemy, ze B(f(z0),€) € f[(] dla pewnego € >0. )

. . . e
Jesli f'(20) # 0, teza wynika z . TW. o -ﬂiwkﬁu wa‘hq (wuy‘uf@%‘l'§ £ 2]
Jesli f/(z0) = 0, to w otoczeniu zg

f(2) = f(20) + (2 — 20)"h(2)

gdzie h(zg) # 0, h jest holomorficzna i niezerowa w otoczeniu B(zg,d) punktu zo.
Niech gi bedzie analitycznym k-tym pierwiastkiem funkcji h w B(zg,d).

F(2) = f(20) + (2 — 20)Fh(2) = f(20) + (2 — 20)gk(2))"
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Przyktad.

Zasadnicze tw. algebry (kazdy zespolony wielomian dodatniego stopnia ma zespolony
pierwiastek) mozna udwodnié¢ uzywajac tw. o odwzorowaniu otwartym.

Najpierw (jak w dowodzie z uzyciem tw. Liouville’a) uzasadniamy, ze gdyby P(z) nie
mial pierwiastka, to funkcja z — |P(z)| musialaby przyjmowaé¢ minimum w pewnym zg.

Ale, na mocy tw. o odwzorowaniu otwartym, pewne koto B(P(zg), €) jest zawarte w
P[C]. W tym kole oczywiscie sa punkty o module mniejszymi niz |P(zg)| — sprzecznosé.
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Twierdzenie (zasada maksimum)
a) Jedli f jest niestala funkcja holomorficzna w obszarze €2, to | f| nie przyjmuje maksi-

mum w 2. B
b) Niech 2 bedzie obszarem o zwartym domknieciu €. Jedli f jest holomorficzna w € i

ciggla na , to

sup | f(z)] < sup [f(2)].
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Dowdd.

a) Jedli |f| przyjmowalaby maksimum w zg € €, to pewne kolo B(f(z),€) byloby
zawarte w f[Q)]; ale w takim kole sa punkty o module wigkszymi niz |f(zq)| — sprzecznosé.

b) Ciagla | f| osiaga maksimum w zwartym Q, ale — na mocy a) — nie w 2.
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Osobliwosci

Definicja. Mowimy, ze funkcja ma w zg osobliwosé izolowang, jesli jest okreslona i
holomorficzna w pewnym naklutym dysku B’(zg, ) := B(zo,7) \ {20}

Przyklady. (osobliwo$ci izolowane w zg = 0)

1) fi(z) = é ma pozorng 0sobliwosé w zerze:

fie O(C\{0}), fi(2) =z dla z # 0;
jesli dodefiniowaé f1(0) =0, to f1(z) = z dla wszystkich z € C.

2) fo(2) = === dla z € B'(0,1).

sin z

lim fo(z) = OO

z—0

'P?_ me. blesuu w 22Mme

3) f3(z) =e€'/# dla z € B'(0,1) ma z zerze osobliwos¢ istotng.
W kazdym otoczeniu 0 funkcja fs przyjmuje kazda niezerowa zespolona liczbe jako
wartosé (i to nieskonczenie wiele razy).
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Definicja. Izolowang osobliwo$¢ funkcji f w punkcie zy nazywamy

1) osobliwoscig pozorng lub usuwalng, jezeli f rozszerza sie do funkcji holomorficznej na
otoczeniu zg.

2) biegunem, jezeli lim,_,.  |f(z)| = oco.

3) osobliwosciq istotng — w pozostalych przypadkach.



Osobliwosé pozorna

Fakt 1.
Niech f € O(B'(z9,7)) bedzie ograniczona. Wtedy f ma w zg osobliwo$é pozorna.

Dowdd. Okreslmy na B(zo,r):

o= {7 i

Funkcja g jest holomorficzna w B’(zg,r), ale i w 2p:
|(_C°)
1 — [n- 9
%6(‘15“'\)'3(29)) = L (¥ fea) -0) = b £leth) 552> O | 7

Rozwinmy g w szereg potegowy:
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Lemat.

Jesli niestala f € B(zg,r) zeruje sie w zp, to istnieje jedyna liczba naturalna n, taka
ze dla z € B(zo, 1)

f(z) = (2= 20)"9(2),

adzie g € O(B(z0,7)) i g(20) # 0.
Definicja. Liczbe n nazywamy rzedem lub krotnoscig zera zy funkcji f.

Dowoéd. Rozwijamy w szereg
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Biegun

Zalézmy, ze f ma biegun w zg. Wtedy % ma w zg granice 0 — ma tam wigc osobliwos¢é
pozorna, a jej holomorficzne rozszerzenie ma w zy zero pewnej krotnosci n:

, PN Luo(owf-L‘wum
) (z—20)"9(2);  flz)=(2— ZO)_n w et 2,
5(10):1:0 1]

CZ_Z")“'\ i bz (Z'Z")k

]
f l’.‘)\‘ (z'zo>k_v’
=0
e ze gl(lo,"f)

Moéwimy, ze f ma w zo biegun rzedu / krotnosci n.

Fakt 2.

Jesli f ma w 2y biegun rzedu n, to na pewnym naklutym dysku wokét zy rozwija sie
(jednoznacznie) w szereg postaci

Definicja. Czes¢ tego szeregu

—1

Z ap(z — 2z9)"
k=—n

nazywamy czescig gltowng f w zg.

1
sin z

Przyktad. Funkcja sin z ma w 0 zero rzedu 1, zatem
Poczatek rozwiniecia w szereg;:

A 2 z’ _ i
a —+a°+q42+aq_z"'-—— =2 — ?'f' -

ma w 0 biegun rzedu 1.
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Osobliwos$é istotna
Twierdzenie Casoratiego—Weierstrassa (Sochocki)

Jesli f ma w zp osobliwo$¢ istotna, to obraz B'(zg,r) przez f jest gesty w C
(dla dowolnie malego r > 0).

Dowdéd. Zalézmy nie wprost, ze wg € f[B'(z0,7)]. 4 Q[B‘(Z"‘\')]
Wtedy B(wo,€) N f[B'(z0,7)] = 0 dla pewnego € > 0. Ale wéwczas: ////
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Zatem g ma w zg osobliwo$¢ pozorna. Stad

ma w 2o albo osobliwo$¢ pozorna (gdy g(z¢) # 0), albo biegun (gdy g(zp) = 0).
Sprzeczno$é.

Przyktad.

Niech f(z) =sinl dla z € B'(0,1).
Granica _ lim  f(x) nie istnieje (ani jako liczba skoniczona, ani jako co).
R3x—0+

W takim razie 0 nie jest ani osobliwoscia pozorna, ani biegunem f. S
Whiosek: istnieje ciag zespolony (z,) zbiezny do 0, taki ze

lim f(z,) =T1.
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Szereg Laurenta A(‘V‘, R‘) o~ -g—z_ e | < |Z|<R}

Twierdzenie.
Niech f € O(A(r, R)). Wtedy

f(z) = Z anz", z € A(r,R).

n=—oo

Rozwiniecie jest jednoznaczne. Szereg (zwany szeregiem Laurenta f) jest zbiezny bez-
wzglednie w A(r, R) i zbiega w tymze zbiorze niemal jednostajnie do f.

Przyktad. W A (1|2)
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Dowod.
1) WeZzmy maly € > 0. Dla z € A(r + ¢, R —¢)

1 1 1
f(2) = __/ fw) oo f/ flw) f/ fw)
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4) Szereg Z anz":

n=0
- zbiega dla z € A(r +¢, R — ¢);
- ma promien zbieznosci > R — ¢;
- zbiega bezwzglednie i niemal jednostajnie w B(0, R — ¢).

-1 oo 1 k+1
Szereg Z ap?" = Za_k_l <;) :
k=0

n=—oo

- zbiega dla z € A(r_—I— e, R —¢);
(Szereg Z a_p_1xFt:

k=0
- zbiega dla z € A(£-, —Hl_e)Z
- ma promien zbieznosci > —r}re;

- zbiega bezwzglednie i niemal jednostajnie w B(0, r}r ).)
- zbiega bezwzglednie i niemal jednostajnie w C\ B(0,7 + ¢).

o0
= Szereg Z a,z" zbiega bezwzglednie i niemal jednostajnie w A(r + €, R — ¢€).

n=—oo

5) Jednoznaczno$é: dla p € (r +¢€, R —¢)

/ fn(ﬂ dz:/ Z apz® | 27"z
0B(0,p) # 0B(0,p)

k=—oc0

o0
= Z ak/ 214 = 27ia,
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6) Wszystko powyzej jest prawda dla dowolnego € > 0, przy czym wspolczynniki a,,

nie zaleza od e. Stad wynika, Ze szereg Z anz" zbiega bezwzglednie i niemal
n=-—00

jednostajnie w A(r, R) — do funkcji f(2).

Rozwiniecia Laurenta mozna dokonywa¢ nie tylko wokét 0. Odpowiednie wzory
wygladaja wowczas tak:

f(z) = Z an(z — 20)", an, 1 ﬂdw

= . _ n+1 :
n=—oo 27TZ 8B(Z0,p) (w ZO)



