Residua

Fakt.
]
Niech Y>> an(z — 20)" bedzie rozwinigciem Laurenta funkcji f € O(B(zo, R)).
Wtedy dla p € (0, R)
1
— f(z)dz =a_1.
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Definicja.
W zalozeniach faktu wspolna wartosé¢ obu stron jego tezy nazywamy residuum f w zq
i oznaczamy Res(f, zg) (lub: Res,, f, Res,, f(2)dz).

Jak liczyé residuum.
Jesli f ma w zp biegun rzedu n, to

dn—l
Res(f,z0) = lim

tm Ty gt (B~ 20 (2)).

W szczegdlnosei dla bieguna rzedu 1 (tzw. bieguna prostego)

Res(f, z0) = lim (2 — 29) f(2).
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Twierdzenie

Niech f € O(Q2\ S), gdzie S jest skonczony. Zaldézmy, ze v jest zamknieta krzywa w
Q\ S, homotopijng w Q \ S z krzywa zbudowana z okregéw (0B(s, €))scs (przebieganych
kazdy jednokrotnie z dodatnia orientacja) oraz pewnych zawartych w Q \ S krzywych
laczacych te okregi (przebieganych kazda dwa razy, w przeciwne strony). Wtedy

/ f(z)dz = Z 2mi Res(f, s).

ses




Przyktad.
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e Analizujemy catki po poszczegdlnych kawatkach konturu:
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Przyktad. we C\Z

_ metg(nmz)
Zadanie: lim f(z)dz = 0. (Wsk. |ctg(nz)| < C dla z & J,cq B(k,€))
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Osobliwo$é w nieskonczonosci

Funkcja f € O(A(R, o0)) ma “izolowana osobliwos¢ w oco”. Jak te osobliwo$é badaé?

Okredlamy F(z) = f(£). Wtedy F € O(B'(0, %)). Zachowanie F' w poblizu zera jest
takie jak zachowanie f w poblizu nieskonczonosci.

Definicja.

Moéwimy, ze f ma w nieskonczono$ci osobliwo$é pozorna / biegun / osobliwos¢ istotna,
jesli F' ma w zerze osobliwo$¢ pozorna / biegun / osobliwo$¢ istotna.

Przykilady.

1) e ma w oo osolou(msr: i;-(-o‘(‘ua, , bo el/* ma w zerze OSoB(}.Mf(
stotua
2) 22 ma w oo bi_eduv\ , bo 5 ma w zerze Biejuv\

3) % ma w o0 oso‘p(.u.pfg F°M9 , bo z ma w zerze OSOL(ZMEC' pb’lo-rm.%



Sfera Riemanna

R my utozsamia C \ {0} z C

@/ mg utozsamia C \ {oo} z C
e/ > /

Lemat
Jedli mo(p) = z, to m1(p) = L.
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Dowdd.
Rozwazmy plaszczyzne, w ktorej leza 0, oo, p, mo(p) i m1(p).
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Wniosek
Funkcja mq o mg " C\ {0} — C\ {0} jest dana wzorem z — 1;
w szczegllnoscei jest ona ciagla i holomorficzna (odwrotna do niej tez).



Definicja. B
Sfera Riemanna to zbiér C = C U {oco} wyposazony w dwie mapy:

_ — 1
mo:Ug=C\ {0} 32— 2€C, m1:U1:C\{0}9zn—>;€C,

przy uzyciu ktérych
(1) okreslamy w C topologie; o
(2) badamy holomorficznosé funkeji f: 2 — C okreslonych na otwartych 2 C C.
(1) Zbior Q C C jest otwarty, jesli mo(Q2NUp) i m1 (2N Uy) sa otwarte w C.
Ciag (z,) punktow C zbiega do z € C, jesli
a) z € Uy, z, € Uy dla dostatecznie duzych n oraz mg(z,) — mo(2);
lub
b) z € Uy, z, € U; dla dostatecznie duzych n oraz mq(z,) — mq(2).

(2) Niech © C C bedzie otwarty, f: Q2 — C. Funkcja f jest holomorficzna, jedli fomg 1y
fomi*' sa (na swoich dziedzinach) holomorficzne.

Uwaga

W (1): jesli z € Uy N Uy, to warunki a) i b) sa réwnowazne, bo my o mg* jest ciagla
(i mgomi* tez).

W (2): jesli p e Uy N Uy, to

holomorficznogé f om; " w my(p) jest réwnowazna

holomorficznosci f o mg ' w mo(p), bo

{o wm, " = (¥°M-44)°(‘M,° o'
M(Iw.@mo\

Twierdzenie

Niech f € O(C). Wtedy f jest stala.

Dowéd. f:C — C jest ciagla, a C jest zwarta - f jest wiec ograniczona. W takim
razie obciecie f|c:C — C jest ograniczone, i — na mocy tw. Liouville’a — state. Stad f
jest stata.



