Sfera Riemanna

Definicja. -
Sfera Riemanna to zbiér C = C U {oco} wyposazony w dwie mapy:

_ — 1
mo:Up = C\ {0} 22— 2z €C, m1:U1:C\{0}92|—>;€C,

przy uzyciu ktorych
(1) okreslamy w C topologie; B
(2) badamy holomorficznosé funkcji f: 2 — C okreslonych na otwartych Q C C.
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TWierdzenie_
Niech f € O(C). Wtedy f jest stala.

Dowéd. f:C — C jest ciagla, a C jest zwarta - f jest wiec ograniczona. W takim
razie obciecie f|c:C — C jest ograniczone, i — na mocy tw. Liouville’a — state. Stad f
jest stata.



Funkcje meromorficzne

Definicja.

Funkcje f nazywamy meromorficzng na otwartym zbiorze Q (ozn. f € M(Q)), jesli
jest holomorficzna na zbiorze Q \ S, gdzie S C Q, a w kazdym z punktéw s € S ma
osobliwos¢ izolowana typu biegun.

Uwaga.

Zbiér S w powyzszej definicji nie moze mie¢ punktéw skupienia w € (cho¢ moze je
mie¢ w 0f2) oraz jest przeliczalny.

Przyklady.
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Twierdzenie ( GAG A)

Niech f € M(C). Wtedy f jest funkcja wymierng — ilorazem wielomianéw.
Dowod.

feO(C\ S) gdzie S jest skonczony.

Dla s € SN C niech P;(z) bedzie czescia gtéwna f(z) ws.

Jesli f ma biegun w oo, to q
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Zauwazmy, ze funkcja

f(z) =) Py(2)

ses

ma w punktach s € S osobliwosci pozorne — zatem rozszerza sie do funkcji z O(C), czyli
jest stata. Stad
f(z) = const + Z Pi(z) € C(z)

ses



Definicja.
Rzqd funkcji meromorficznej f w punkcie p to liczba catkowita n, taka ze w otoczeniu
pierécieniowym p zachodzi

f(z) = (z=p)"9(2),

gdzie g jest holomorficzna w otoczeniu p i g(p) # 0. Innymi slowy, jest to pierwszy
wyktadnik pojawiajacy sie w szeregu Laurenta f w p. Oznaczenie: ord,(f).

Przyktad. -
Wybierzmy dowolny punkt p € C. Ile jest funkcji f € M(C), ktére nie maja biegundw
poza p, za§ W p maja najwyzej biegun prosty (tj. ord,(f) > —1)7?
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Kazda z szukanych funkcji jest powyzszej postaci.
- Jedli f nie ma bieguna w p, to f € O(C) i f jest stala.
- Jesli f ma w p biegun z residuum cq, to
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V={feM(C)|feO(C\{p}) ordy(f) > -1}
jest przestrzenia liniowg nad C wymiaru 2.

Zadanie.
Niech p1,...,pr € C, ny,...,nk > 0,

V={feM(C)|feO(C\{ps,...,p}) 0rdy, (f) = —ni}.

Wtedy dimc V =1+ > n;.



Meromorficznosé to holomorficznosé

Niech f € M(Q) i niech s € Q bedzie n-krotnym biegunem f. Zl6zmy f obcieta do
sasiedztwa s z mapa my:

1

B(sm) a2 Hs (22 () —— (z- 35

9(s)#0

m1 o f ma w s osobliwo$¢ pozorng; po jej usunieciu ma tam zero krotnosci n.

Jedli zdefiniowaé F: Q — C wzorem

L(2) db 22\ S

F(z) = 3 W 2eS

to F' bedzie ciagla, a m; o F' oraz mg o F' beda holomorficzne na swych dziedzinach.
Moéwimy, ze F: )2 — C jest holomorficzna.

W szcezegolnosci funkeje wymierng f € M(C) mozna traktowaé (po rozszerzeniu do
F') jak holomorficzne odwzorowanie C — C.



(EZS;Qj
Twierdzenie (Mittag-Leffler)

Na dowolnym zbiorze otwartym (2 istnieje funkcja meromorficzna o dowolnie zadanym
(przeliczalnym, bez punktéow skupienia w €2) zbiorze biegunéw i dowolnie zadanych czes-
ciach gtéwnych.
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Dowéd. -
1) Wyczerpanie: ) = U K, gdzie

n=1
a) K, sa zwarte,
b) K, C Int(Knp)
c¢) kazda ograniczona sktadowa C\ K, ma niepusty przekréj z C \ Q.

K=CT\O, , U,= UBGRY) (€@\BOW)
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2) Niech S C Q bedzie zadanym zbiorem biegunéw, a (Ps(z))ses niech beda zadanymi

cagsciami glownymi 0,12, )
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Indeks krzywej wzgledem punktu
Fakt.

Niech 7: [a, b] — C\ {0} bedzie krzywa kawatkami C; niech v(a) = exp(/,). Funkcja

L:]a,b] — C dana wzorem

d
L(t) = £, + / =
7|[a,t] z

jest cigglym logarytmem -y, tzn. ciagly funkcja spelniajacg expol = ~.
Dowdd.

Ciaglo$¢ widac z przedstawienia L(t) = ¢, + f; YY/((SS))

ds. Dalej liczymy

et = & (L@ i) + ')

dt
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= e S | (-é) + 3

5+54t e"l‘“) X(f) =cous'f = e L(a) Tl = e~ La T=1

Uyl @08 = (4)
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L(t) = p(t) +i6(t)

Log |T@O° L ary TlE)

Funkcja 6(t) = Im L(t) jest cigglym argumentem ~y:
ciagla funkcja 0: [a, b] — R spelniajaca 0(t) = arg~(t).
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Jesli v jest dodatkowo zamknigta:
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2;2 . de to liczba obiegdéw zera wykonana przez .
Definicja.

Niech « bedzie zamknieta kawatkami C1 krzywa w C \ {20}
Indeksem krzywej v wzgledem punktu zog lub indeksem punktu zg wzgledem krzywej
Wlasnosci
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1) Wyrazenie ﬂf7 pr %
e jest holomorficzna funkcja zo (Morera); (Z v )
e ma wartosci catkowite — jest wiec Stale na sktadowych dopelnienia v*;

e dla 2y z nieograniczonej sktadowej C \ v* jest réwne 0 — bo. .. SA'y C2o—> 00

nazywamy liczbe
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2) Jak zmienia si¢ Ind, (29) gdy przesuwamy zo do sasiedniej sktadowej C \ v*?7
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Przyktad. X

Zal6ézmy, ze zamknieta krzywa + nie ma potréjnych samoprzecigé ani samostycznosci.
Sktadowe jej dopelnienia mozna wtedy pokolorowaé¢ dwoma kolorami w szachownice. (Skla-
dowe sasiadujace przez tuk krzywej maja mieé¢ rézny kolor.)
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