Homologie

Lancuch (singularny) w Q to formalna suma krzywych C'! z catkowitymi wspétczynnikami:
C="n1Y1 +N2v2 + ...+ NgYk, ’72'2[0, 1] — Q.

Brzeg tancucha to formalna suma punktow €2:
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Lemat (zadanie)

Kazdy cykl przedstawia si¢ jako kombinacja zamknietych krzywych kawalkami C'*.

= /. <+ +4-D +('4)R +(-A4)- %

Lancuch ¢ nazywamy cyklem, jesli dc = 0.

CyklT'=mn1y1 + ... + gy ma nosnik I' =, 77
Dla cyklu I' = > n;7; i punktu zo ¢ I'* okreslamy indeks

n; dz
Indr(z0) = Z 2mi / z—2zp
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Jest on liczba catkowita z powodu Lematu.

Cykl T' jest w Q homologiczny zeru (I' jest homologicznie trywialny, I' ~ 0, T" jest
brzegiem), jesli dla kazdego zo & €2 zachodzi Indr(zp) = 0.

Przyktad 1. Zamknigta krzywa $ciagalna (tj. homotopijna ze stala).
Przyktad 2. Zamknieta krzywa w jednospéjnym zbiorze.
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Przyktad 3.

Twierdzenie (globalne Cauchy’ego)
Niech © C C bedzie obszarem, f € O(2), I" niech bedzie cyklem w 2 homologicznym
zeru. Wtedy

a) /F f(2)dz=0

b) f(2) - Indr(z) = 2%” /F %dw dla z € Q\ I



Dowdd. Rozwazmy nastepujaca funkcje g: Q2 x Q — C:
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Funkcja g jest ciagla na € x € i holomorficzna wzgledem z.

Dowod Lematu: e~
Ciaglosé jest podejrzana jedynie w punktach postaci (z, z). Niech (wy, z,) — (2, 2).
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Definiujemy na €2 holomorficzna funkCJQ h:
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Niech 7 = {z € C | Indp(z) = 0}. Zauwazmy, ze C\ 2 C Q; (bo I jest w Q

homologiczny zeru).
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Na €2; definiujemy holomorficzna funkcje h:

hi(z) = %/Fw(iuldw

Dla z € QN Oy zachodzi h(z) = hi(2):
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ZESZA

Zatem funkcje h i h; mozna potaczy¢ w jedna funkcje catkowita:
hUhliQUQl =C—=C

Ta funkcja jest ograniczona (lim,_, . h1(2) = 0), wiec (z tw. Liouville’a) stata — i rowna
zeru.
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Twierdzenie (o residuach)

Niech 2 C C bedzie obszarem, S skoniczonym lub przeliczalnym podzbiorem §2 nie-
majacym punktéw skupienia w €2, zag f € O(Q2\ S). Niech I' bedzie homologicznym zeru
cyklem w € o noéniku roztacznym z S. Wtedy
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Dowdd.

Zbior K ={z € Q| Indr(z) # 0} UI'™* jest zwartym podzbiorem 2.
Niech S = SN K; zbior S’ jest skoriczony.

Wezmy dostatecznie maty e i potézmy

=T+ Y (~Indr(s")0B(s,¢).
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Cykl TV jest homologiczny zeru w 2\ S. Stosujemy (globalne) tw. Cauchy’ego:
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Twierdzenie (zasada argumentu)

Niech Q bedzie obszarem, f € M(2). Niech Z(f) bedzie zbiorem zer, a P(f) zbiorem
biegunéw f. Zalézmy, ze I' jest homologicznym zeru cyklem w €2 o nos$niku rozltacznym z

Z(f) U P(f). Wtedy

1 f'(2)
E rds( f)Ind = — dz = Ind ro1(0).
seZ(f)Up(f)O e 271 Jr f(2) sor(0)

W szczegdlnosci, jesli zamknieta krzywa v jest parametryzacja brzegu obszaru U C (), to

Z ords(f) = %/ f’(z)) dz = Ind o~ (0).
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Dowéd.
Stosujemy do f’/f tw. o residuach:
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Zauwazmy, ze
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3) Ile pierwiastkéw wielomianu P(z) = 23 — 2% + 32 + 5 lezy w prawe]j polplaszczyznie

(Re(z) > 0)?
Dla ponizszej krzywej vr obliczymy Ind po.,(0), czyli liczbe pelnych obrotéw wokét
zera wykonywanych przez P(z) gdy z obiega vg.
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