Twierdzenie (Rouché)
Niech zamknieta krzywa + parametryzuje brzeg obszaru U, ktérego domkniecie za-
warte jest w obszarze (). Zalézmy, ze f, g sa holomorficzne w (2 i spelniaja warunek

VzedU  |g(2)| <|f(2)]-

Wtedy f i f+ g maja tyle samo zer w U (liczymy z uwzglednieniem krotnosci).
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Wnhniosek (Hurwitz)
Niech Q C C bedzie obszarem, za$ (f,,) ciagiem funkcji holomorficznych w €2 zbieznym
niemal jednostajnie do f € O(Q).
a) Zalézmy, ze zadna z funkcji f,, nie ma zer w . Wtedy f nie ma zer w Q lub f = 0.
b) Zalézmy, ze kazda z funkcji f,, jest r6znowartosciowa. Wtedy f jest réznowartoéciowa
lub stata.

Dowéd.
a) Jedli f nie jest funkcja zerowa, ale f(zg) = 0 dla pewnego zg € Q, to zy jest
izolowanym zerem f. Na pewnym okregu 0B(zg, €) funkcja f nie zeruje sie.
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Spewzunos C.

b) Zalézmy, ze f nie jest stala, ale f(z1) = f(z0) dla pewnych zg, z; € Q.

Niech gn(2> = fn(z> - fn(ZO>'

Funkcja g, jest holomorficzna w €\ {20} i nie ma zer w tym zbiorze.

Ciag (gn) zbiega niemal jednostajnie do funkcji g(z) = f(2) — f(z0), ktéra zeruje sie
w 21 — whrew (a).
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Funkcje harmoniczne

Definicja.
Niech Q C R? bedzie otwarty. Funkcje f:Q — R nazywamy harmoniczng, jesli jest

klasy C? i spelnia
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Przyklad 1. 22 — 42
£ (o) = F B I=2-2-0
f—y'= Re (Gety))
Jesli u = Re(f), f € O(Q), to u jest harmoniczna: -(-, =U+cV
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Przyktad 2. u(z) = log|z|, z € C\ {0}.
(%) u(z) = Re(log 2)

Funkcja log z nie jest dobrze okre$lona na calym C \ {0}, ale da sie ja zdefniowaé w
otoczeniu kazdego niezerowego z — i wtedy w tym otoczeniu spelniony jest wzor (x). Stad

wynika, ze u jest harmoniczna.



Twierdzenie.

Niech 2 C C bedzie obszarem jednospéjnym, a u € C?(£2) niech bedzie harmoniczna.
Wtedy istnieje v € C%(2) (jedyna z dokladnodcia do stalej addytywnej), taka ze u + v
jest holomorficzna w 2.
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Whiosek
Niech u bedzie harmoniczna w €', zas$ h: Q — € niech bedzie holomorficzna. Wtedy
u o h jest harmoniczna w ().
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Wtasno$é $redniej

Zalézmy, ze u jest harmoniczna w Q, z € Q, B(z,7) C Q. Dobierzmy f € O(B(z,r+¢))

tak, by u = Re f.
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Warto$¢ v w punkcie z jest Srednia warto$ci u na okregu o srodku z. Moéwimy, ze

funkcja harmoniczna v ma wiasno$é sredniej.
Wzér Cauchy’ego odtwarza wartosé funkceji holomorficznej w dowolnym punkcie kota
z jej wartodci na brzegu tego kota. Czy da sig¢ zrobi¢ co$ podobnego dla funkcji harmonicz-

nych?

Zrobimy to tak:
1) dla uproszczenia rachunkéw: u bedzie harmoniczna na B(0,1+¢€), a € B(0,1);

2) zastosujemy wlasnos¢ éredniej do uo ¢_,, gdzie

zZ—a
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(Wtedy u(a) = u(p-a(0)) = (uo¢_a)(0).)

Lemat 1

Niech a € B(0,1).

Wtedy ¢,: B(0,1) — B(0, 1) jest holomorficzna bijekcja, odwrotna do ¢ _,.
Przeksztalcenie ¢, odwzorowuje tez 0B(0,1) bijekcyjnie na 9B(0,1).




Dowdd (lematu 1):

Jedli |z] =1, to

1—az
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Zatem ¢,:0B(0,1) — 0B(0,1). Na mocy zasady maksimum wnioskujemy stad
va: B(0,1) — B(0,1).
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Lemat 3
Niech v bedzie krzywa w U, h: U — € niech bedzie holomorficzne, f € O(Q2). Wtedy

: f(2)dz = /(f o h)(w)h'(w)dw
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Do rzeczy: u harmoniczna w B(0,1+¢€), u =Re f, f € O(B(0,1+ ¢)). ac B(o {,()
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Twierdzenie
Jedli u jest harmoniczna w otoczeniu B(0,1), to dla r < 1

. 1 [
(P) u(re'?) = —/ u(e)P.(0 — t)dt.
2 0

(Uwaga: naprawde wystarczy zalozyé, ze u jest ciagta na B(0, 1) i harmoniczna w B(0, 1);
to wyniknie np. z kolejnego twierdzenia.)

Problem Dirichleta

Niech u:0B(0,1) — R bedzie ciagta. Znalezé ciagle rozszerzenie u: B(0,1) — R
harmoniczne w B(0, 1).

Twierdzenie

Problem Dirichleta ma jednoznaczne rozwiazanie — dane wzorem (P).

Lemat (wlasnosci jadra Poissona)
1—r?
Funkcja P,.(t) =
unkcja P (t) 1—2rcost+1r?

) jest okreslona dla 0 <r < 1,t € R,;
) Jest 2m—okresowa wzgledem ¢;
)
)

P.(t)dt = 2,
na[627r el: P.(t) =0 przy r — 1 (dla e > 0).
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Lemat 5
Dla |w| =11 |z] < 1 zachodzi — |2 :Rew+z. (ZAD>
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Dowéd (twierdzenia o rozwiazaniu problemu Dirichleta):
= Najpierw sprawdzimy, ze funkcja zadana na B(0, 1) wzorem (P) jest harmoniczna w

®  B(0,1).
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Pozostaje sprawdzi¢ cigglosé u na brzegu B(0, 1).
Niech zg = €. Chcemy sprawdzié, ze

Zlglzlo u(z) = u(zo)

Ustalmy e > 0. Dobierzmy 6 > 0 tak, by
1) dla |t — 6] < 26 zachodzito |u(e®®) — u(e®)| < ¢
)dla|t—9|>51r>1—5zachodzﬂoP(9 )<e.
Woéwcezas, dla z =re? | r > 16,0 — 0| < 4



