Problem Dirichleta

Niech u:9B(0,1) — R bedzie ciggla. Znalezé ciagle rozszerzenie u: B(0,1) — R
harmoniczne w B(0,1).

Twierdzenie
Problem Dirichleta ma jednoznaczne rozwiazanie — dane wzorem
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Dowdd.
Poprzednim razem sprawdziliSmy, ze wzor (P) zadaje w B(0, 1) funkcje harmoniczna.

Pozostaje pokazaé ciagltosé I na brzegu B(0, 1).
Lemat (wlasno$ci jadra Poissona)
Funkcja P,.(t):

a) jest okre$lona dla 0 <r < 1,t € R; P‘{_L)
b) Jest 2m—okresowa wzgledem t;
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Niech zp = €*. Chcemy sprawdzié, ze

lim wu(z) = u(2o)

B(OA) > =-%

Ustalmy € > 0. Dobierzmy ¢,d’ > 0 tak, by
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Automorfizmy @ j?_
Definicja )

Otwarte zbiory Q, Q' C C nazywamy biholomorficznymi (lub konforemnie réwnowaz- K
nymi) jesli istnieja holomorﬁczne wzajemnie odwrotne funkcje f:Q — Q/, f~1: Q' — Q
(zwane biholomorfizmami). Biholomorfizm zbioru €2 na siebie nazywamy automorﬁzmem.
Grupe wszystkich automorfizméw Q oznaczamy Aut(€).

Przyktady.
1) Otwarty dysk jednostkowy D = B(0,1) = {z € C | |z] < 1} i gérna pélplaszczyzna
H = {z € C|Imz > 0} sg biholomorficzne (przez transformate Cayley’a)
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2) Sektor S, = {z € C | arg(z) € (0,am)} jest biholomorficzny z H. 0 ¢ <1
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3) PasP={z€ C|0<Imz < m} jest biholomorficzny z H.
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4) Czy kwadrat {z € C | Rez,Imz € (0,1)} jest biholomorficzny z D?
2

@ ,\>
D=4z | 21<4}
5) C, C i D sa parami niebiholomorficzne. =8 (0, 1)

e 7 zasady maksimum: dowolne holomorficzne f: C — C jest stale.
e 7 tw. Liouville’a: dowolne holomorficzne f: C — D jest state.

Twierdzenie
Holomorficzna bijekcja jest biholomorfizmem.

'CG- @(SZ) Dowdéd. Niech f: Q — € bedzie bijekcja. Pokazemy, ze f/'(z) # 0 dla kazdego z € Q.
Gdyby f'(zp) = 0 dla pewnego zp € 2, to w pewnym otoczeniu z
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Lemat (Schwarz)

Niech holomorficzna f: D — D spelnia f(0) = 0. Wtedy
1) (Vz € D)(|f(2)] < |2]);
2) |f(0) < 1.

Réwnoséé (w 2, lub w 1 dla choéby jednego niezerowego z) zachodzi jedynie gdy f jest
obrotem wokot 0.

Dowéd.

Skoro f(0) = 0, to g(z) = ﬂzil jest holomorficzna w D (g(0) = f/(0)). Z zasady
maksimum:
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Rownosé moze zajéé jedynie gdy g jest stata.
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Twierdzenie
Biholomorfizmy dysku D sg postaci

Dowdd.
Niech f € Aut(D), f(a) = 0. Wtedy zaréwno g = fop_, jakig~! sa automorfizmami
D trzymajacymi 0. Z lematu Schwarza:
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Dla odwracalnej macierzy A = (Z Z) € Myy2(C) i liczby z € C okreélamy:
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Homografie

Przyktady.
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Lemat .
Niech A, B € My2(C) beda odwracalnymi macierzami, z € C. Wtedy

(AB).z = A.(B.2)
(Operacja A.z jest dziataniem grupy GL(2,C) na C.)

Dowdd.
Niech v ~ w oznacza proporcjonalno$é wektorow (v = \w).
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Niech A, B € GL(2,C). Wéwczas: 4 =g < (A€ C\ {0})(4 = A\B).
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Twierdzenie

Biholomorfizmy C sa homografiami.

Grupa Aut(C) jest izomorficzna z PGL(2,C) = GL(2,C)/{\ | A € C\ {0}}.

Lemat 1

Dla dowolnych parami réznych a,b,c € C istnieje A € GL(2,C), takie ze A.a = 0,
Ab=1 Ac=00

Dowdd Lematu:
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Dowéd Twierdzenia.

Niech f E_Aut(a). Dobierzmy A tak, by A.f(0) = 0, A.f(c0) = oco. Wtedy g =
Yao feAut(C), g(0) =0, g(oco) = 0.

Lemat 2

Funkcja £2 ( ) jest ograniczona na C \ {0}.

Dowdd Lematu
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FunkCJa Coz+— 4872 jest holomorficzna i ograniczona, wiec (Liouville) stata.
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Twierdzenie
Automorfizmy C sa postaci

z—az+D, aec C\{0},beC.

Dowdd. Niech f € Aut(C). Zauwazmy, ze lim,_, f(z) = oo:

(¥R >0) (3IM>0) ( I=I>M = [£@I>R)

B(OR)

Zatem f ma w nieskonczonosci osobliwos¢ typu biegun.
Po uzupelnieniu przez f(oco) = oo dostajemy automorfizm C trzymajacy co.
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