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W C\ ((£1+iR<o) U (£1/k +iR<y)) kazda z funkcji 1 + w, 1 &+ kw ma analityczny pier-
wiastek. Dobieramy te pierwiastki tak, by w punktach przedzialu (—1,1) byly dodatnie.
Funkcja S ma sens dla z € H, jest ciagta na H i holomorficzna w H.
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Niech C:D — H oznacza transformate Cayleya. Ztozenie S o C' jest ciagte, holomor-

ficzne w D i przeksztalca 0D (bijekcyjnie) na OR. Pokazemy, ze w tej sytuacji S o C' jest
biholomorfizmem D na R.



Twierdzenie
Zalézmy, ze f: D — C jest ciggle, holomorficzne w D, a funkcja n: [0, 27] 3 t — f(e®)
jest bijekcyjna parametryzacja zamknietej krzywej ograniczajacej pewien obszar 2 (jedynie
n(0) = n(2m)).
Zatézmy ponadto, ze
1, gdywe) Q . 0

(A) dla w ¢ 09Q: Ind,(w) = {07 ady w & Q°
) (B) 0 =0nC\ Q. 2

Wtedy f przeksztalca D biholomorficznie na ).

;

Uwaga: tak naprawde (A) i (B) wynikaja z poprzednich zalozen.
Dowéd. Niech v,.(t) = re®; wtedy n = f ov;. Wybierzmy w ¢ 09.
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Zatem f:D — Q.
Dla@ € ) nie moze zaj$¢ f(@) € 9Q, bo z otwartosci f[[} i warunku (B) wynikatoby,

ze 1N (C\Q) 0.
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Ostatecznie: f: D — € jest holomorficzna bijekcja. —E
I
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Rodziny normalne

Definicja
Niech F bedzie rodzina funkcji zespolonych okreslonych na pewnym zbiorze X C C
(lub, ogdlniej: na pewnej przestrzeni metrycznej X ).
a) Mowimy, ze rodzina F jest jednostajnie ograniczona, jesli

aM >0, VexeX, VfeF, |f(x)<M.
b) Méwimy, ze rodzina F jest jednakowo ciggla, jesli

Ve>0, 36>0, VfeF, |z—a|<d=|f(X)—f(2)]<e

Twierdzenie

Niech F bedzie jednostajnie ograniczong i jednakowo ciagta rodzina funkcji zespolo-
nych okreslona na zwartym K C C (lub, ogélniej: na zwartej przestrzeni metrycznej K ).
Wtedy z kazdego ciagu elementéw F mozna wybraé¢ podciag jednostajnie zbiezny.

Dowdéd. Niech (f,) C F.

1) Wybierzmy ciag punktow ki, ko, ... gesty w K.

2) Metoda przekatniowa wybierzmy podciag ciagu (f,) zbiezny w kazdym k;. Niech
wybranym podciagiem bedzie (gy,).

3) Pokazemy, ze (g,) jest jednostajnie Cauchy’ego na K.
Ustalmy € > 0. Dobierzmy: I<

— ¢ z jednakowej ciaglodci;

— J na tyle duze, by {ki,...,k;s} tworzyl §-sie¢ w K;

— N na tyle duze, by dla n,m > N oraz j < J

|9n(kj) — gm (kj)| <e.
Wtedy, dlan,m > N, k€ K, |k; — k| < 4:

| 9 (B)= 4u(R< | 3u(k)-gu( k) [+ | gl ~3n(|ﬁ)|+| e () - g (¥ |
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Definicja
Niech F bedzie rodzina funkcji okreslonych na pewnym zbiorze otwartym 2 C C.

1) Méwimy, ze F jest niemal jednostajnie ograniczona, jesli jest jednostajnie ograniczona
na kazdym zbiorze zwartym K C (.

2) Méwimy, ze F jest niemal jednakowo ciggla, jeSli jest jednakowo ciagla na kazdym
zbiorze zwartym K C Q.

3) Moéwimy, ze F jest normalna, jesli kazdy ciag (f,) C F ma podciag niemal jednosta-
jnie zbiezny.



Whniosek.
Niemal jednostajnie ograniczona i niemal jednakowo ciagla rodzina F funkcji zespo-
lonych okreslona na otwartym 2 C C jest normalna.

Dowdéd. Przedstawiamy {2 w postaci wstepujacej sumy zbioréw zwartych K,,. Stosu-
jemy twierdzenie do kazdego K, i uzywamy metody przekatniowe;j.

Uwaga: zwykle jednakowa ciaglo$¢ jest konsekwencja jednostajnych szacowan pier-
wszych pochodnych. Dla funkcji holomorficznych wzér Cauchy’ego pozwala wywnioskowaé
takie szacowania z jednostajnej ograniczonosci.

Lemat
Niech F bedzie niemal jednostajnie ograniczona rodzing funkcji holomorficznych na
pewnym otwartym 2 C C. Wtedy F jest niemal jednakowo ciagta.

Dowéd.
Wezmy dowolny zwarty K C Q. Niech 3r < d(K, 09).
Niech z,2' € K, |z = 2| <r, f € F.
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Wnhniosek (tw. Montela)
Niemal jednostajnie ograniczona rodzina funkcji holomorficznych na zbiorze otwartym
2 C C jest normalna.



Twierdzenie (Riemanna o odwzorowaniu)
Otwarty jednospéjny i wlasciwy podzbiér (2 C C jest biholomorficzny z D.

C \]"2 Dowdd.
<0 fe e . . . . ; )
> Jednospojnosci uzyjemy w postaci: niezerujaca sie funkcja na ) na analityczny pier-
wiastek.

Wybierzmy w € ). Bedziemy szukaé¢ réznowartosciowych holomorficznych f: €2 — D,
w +— 0, z mozliwie duzym |f'(w)].
// // I) © mozna holomorficznie wlozyé¢ w D.
@ / Niech w € C\ Q. Funkcja 2 3 z — z — w € C ma analityczny pierwiastek ¢ w Q:
27

Be " <2 ()2 =z —w.

€
2-2 ¢ jest 1-1; ¢’ nie zeruje sie. (Zce((‘z '()

©: Q — ¢[Q] jest biholomorfizmem.
D Niech zy € ¢[Q]; B(z0,¢€) C ¢[Q] dla pewnego € € (0, |z0]).

Pokazemy, ze B(—zp,€) Np[Q] = 0.
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IT) Rozwazymy rodzine F = {f: Q2 — D | f jest 1-1, holomorficzna, f(w) = 0}.
Z 1) wiemy, ze F jest niepusta. Z samej swej definicji F jest jednostajnie ograniczona.

Lemat sup | f'(w)] < oo.
feF

Wezmy ciag (fn) C F, taki ze | f,,(w)| = sup ez | f'(w)]-
Z tw. Montela: ciag (f,) ma podciag zbiezny niemal jednostajnie do pewnej f.

— f jest holomorficzna. ‘Fv\‘ - ‘F ! ""-"“J‘:F‘j“ -?..' (w) _>'c’(“’§

— f nie jest stata, bo |§-"(w)| >0

— f jest 1-1 z tw. Hurwitza; f: Q) — D, bo .C E-S?.l ju'(’ 6‘{'\\;&#,
—» [/ (w)| = supyer |9'(w)]-



III) Pokazemy, ze f[Q)] = D. LPO. (Z) =
Zal6zmy nie wprost, ze a € D\ f[€].
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Zbior U = (4 o f)[] jest jednospdjny i zawarty w D \ {0}.
Funkcja z ma w U analityczny pierwiastek g:

g:U — C, (Vz e U)(

‘ (Fq ‘ 3(1).
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