Twierdzenie

Niech 2 C C bedzie obszarem. Nastepujace warunki sa rownowazne:
1
2
3

Q jest homeomorficzny z D;

Q) jest jednospdjny;

Ind, (p) = 0 dla kazdej zamknietej drogi v w 2 i kazdego p € C \ ©;
4) zbiér C \ Q jest spojny;

6) dla kazdej f € O(Q) i kazdej zamknietej drogi v w €2 zachodzi fv f(z)dz = 0;

7) kazda f € O(£2) ma holomorficzna pierwotna,;

)
)
)
)
5) kazda f € O(£2) moze by¢ niemal jednostajnie aproksymowana wielomianami;
)
)
8) kazda niezerujaca sie f € O(Q2) ma analityczny logarytm;
)

9) kazda niezerujaca sie f € O(£2) ma analityczny pierwiastek kwadratowy.
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Biholomorfizmy na brzegu

Definicja

Niech 2 C C bedzie obszarem. Punkt p € 0 jest brzegowym punktem prostym, jesli
dla kazdego ciggu (z,) C Q zbieznego do p istnieje ciagta krzywa +:[0,1] — Q, taka ze
~v:10,1) = Q, v(1) = p, oraz y(t,) = z, dla pewnego ciagu rosnacego (t,) zbieznego do 1.

2.~ V()

Przyktady.
1. Kazdy punkt brzegowy zbioru wypuktego jest prosty.

2. >.
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Twierdzenie

Zalézmy, ze €1y i 29 sg jednospdjnymi ograniczonymi obszarami w C, ktorych wszys-
tkie punkty brzegowe sa proste. Wtedy biholomorfizm 7 — {25 rozszerza sie do homeo-
morfizmu Q; — .

Przyklad. Homeomorfizm D nie musi mieé cigglego rozszerzenia do Ip.
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Dowadd.
1) Bzo: Ql =D (a QQ = Q)
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2) Niech f:D — Q bedzie biholomorfizmem, p € 0D. Chcemy pokazaé, ze f da sie w
ciggly sposob przedtuzyc¢ do p. Bzo: p = 1.
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Odwzorowanie .
{(r,t) |0<r< 5 It| < 0(r)} > (r,t) = v (t) eV

jest (biegunowa) parametryzacja V.
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Konkluzja: istnieje ciag (r,,) zbiezny do 0, taki ze ¢, — 0.



3) f przedluza sie w ciagly sposéb do p = 1:
Jesdli nie, to istnieja ciagi
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Niech n, ' beda krzywymi w Q przechodzacymi przez f(z,), f(z]) (jak w definicji
prostoty dla ¢, ¢’). Wtedy f~1on, f~1on’ (obcigte do [0,1)) to krzywe w D dla ktérych

1 jest punktem skupienia.
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Dla pewnego € > 0 zachodzi warunek:
jesli 0 < r < e, to na krzywej v, sq punkty z f~ on|n_s1y iz f~hon|p_sa)-
Wezmy r = r,, dla duzych n:
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4) Przedluzenie jak w 3) mozna wykona¢ w kazdym p € 0D.
Lacznie te przedluzenia definiuja f: D — (0.
Uzasadnimy, ze f jest ciagte.
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5) Niech g: Q2 — D bedzie odwrotne do f, niech g € 99.
Pokazemy, ze g mozna rozszerzy¢ w sposob ciagty do q.
Jesli nie, to:
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Przez ciag z1, 21, 22, 25, . . . prowadzimy krzywa 1 jak w definicji prostoty dla g;

niech n(t,) = zn, n(t)) = 2.



Dla nieskoniczenie wielu n krzywa g o n|(;, | przecina kazdy promiei przechodzacy
przez S (lub: kazdy promien przechodzacy przez S'). Rue, S J‘S-' oK.
Dla kazdego £ € 0D N S istnieje ciag t” zbiezny do 1, taki ze (gon)(t)) — & Wynika
stad, ze _
f(&) = lim f(g(n(t;))) = lim n(ty;) = q.
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Ale jesli f =gnaodDNS, to f =qgnaD:

6) 7:Q — D jest ciggle (jak w 4)).

7) f o7 jest ciaglym rozszerzeniem f o g = Idg, wiec jest identycznoscia.
Podobnie G o f jest identycznodcia.
Zatem f, § sa wzajemnie odwrotnymi bijekcjami.
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