Inwersja

Inwersja I wzgledem okregu C"
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Inwersja zachowuje katy.

Lemat
Jedli krzywa C' jest okregiem lub prosta, zas f jest homografia lub inwersja, to f[C]
jest okregiem lub prosta.

Dowadd.
Kazda homografia jest ztozeniem przeksztalcen o wzorach z + a, bz
Inwersja tak samo, z dodatkiem Z.

Teza jest jasna dla nich wszystkich z wyjatkiem %
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Lemat

Zalézmy, ze p, q sa symetryczne wzgledem okregu C' (tzn. Ic(p) = q) lub wzgledem
prostej £ (tzn. Sy(p) = q). Niech f bedzie homografia lub inwersja.

Wtedy punkty f(p), f(q) sa symetryczne wzgledem f[C].

Dowadd.

p, q symetryczne wzgledem C' <= kazdy / wiecej niz jeden okrag przez p, q
jest prostopadty do C

b
f(p), f(q) symetryczne wzgledem f[C| <= kazdy / wiecej niz jeden okrag przez
f(p), f(q) jest prostopadly do f[C]
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Lemat (odbicie Schwarza)
Niech C' bedzie okregiem, I inwersja wzgledem C, 2 C C obszarem rozlgcznym z C,
J otwartym tukiem C zawartym w Q. Jedli f € O(Q) przedluza sie w ciagly sposéb do J,

i jesli to przedtuzenie posyla J w R, to f rozszerza sie do F' € O(QU J U I(2)) danej dla
z € I(Q) wzorem
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Funkcja modularna

Niech ] ]
A:{z€C|Re(z)E(O,1),]z—§] >§}

Fakt
Istnieje biholomorfizm f: H — A, taki ze f(0) =0, f(1) =1, f(c0) = .

pewnych a,b,c € 9HU {0} = R.

Lemat
Dla dowolnych a, b, c € R, takich ze porzadek cykliczny (a, b, ¢) w R jest taki sam jak
porzadek cykliczny (0, 1, 00), istnieje ¢ € Aut(H) takie ze C
p: 0—a, 1—0b oo—c
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Niech g: A — H bedzie odwrotne do f.
Rozszerzamy przez odbicie Schwarza:

—|H H = "—' “‘l

o0
A0

N -+

o 1

Iterujac dostajemy:

- parkietaz H “tréjkatami”;

- funkcje holomorficzna A:H — C\ {0, 1}, przeksztalcajaca wnetrza “trojkatéow” bi-
holomorficznie na H lub —H, a wnetrza ich krawedzi na przedzialy (—oo,0), (0,1),
(1, 00).

AH — C\ {0, 1} jest holomorficznym nakryciem.
Definicja
Niech X , X beda podzbiorami C (lub: przestrzeniami topologicznymi). Ciagle odw-

G zorowanie p: X — X jest nakryciem, jesli kazdy z € X ma otwarte otoczenie U, takie
ze
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p U] = U Ui, (Vi € I)(p: U; — Ujest homoeomorfizmem).
iel

R
W (Takie otoczenie U nazywamy prawidlowo nakrytym.)
X
Dla X kazde koto B(z,r) C C\ {0, 1} jest prawidlowo nakryte.
€
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Twierdzenie (o podnoszeniu odwzorowan; teoria nakry¢ / tw. o monodromii)
Jedli f:C — C\ {0, 1} jest holomorficzna, to istnieje holomorficzne f:C — H, takie

ze Ao f = f.
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Twierdzenie (male Picarda)

Niestala funkcja calkowita przyjmuje wszystkie wartosci zespolone z wyjatkiem co
najwyzej jednej.

Dowéd. Jedli f nie przyjmuje wartosci a, b, to ho f nie przyjmuje 0, 1 — dla homografii
h:aw— 0,b+— 1, co +— 00.
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Podnoszenie | | | |

Lemat (o podnoszeniu homotopii) > X

Niech p: X — X bedzie nakryciem, F:Y x [0,1] — X ciaglym odwzorowaniem,
F:Y x {0} = X czeéciowym podniesieniem F' (tzn. p(F(y,0)) = F(y,0) dlay € Y).
Istnieje rozszerzenie F' do ciaglego F:Y x [0,1] — X bedacego podniesieniem F'.

(W tym lemacie Y jest dowolng przestrzeniq topologiczng; my uzyjemy tylko punktu i
domknietego przedzialu.)

Dowdéd. Konwencje: I := [0, 1]; wszystkie odwzorowania sa ciagle.
1) Kazdy yo € Y mawY otoczenie N, takie ze istnieje F:NxI—X-— podniesienie F
nad N x I rozszerzajace F' z N x {0}.
- Vt € I istnieje prawidlowo nakryty otwarty Uy C X, taki ze F(yo,t) € Us.
- Zwartos¢ I: istnieja 0 = tp < t1 < ... < t, =1, U; C X prawidtowo nakryte,
takie ze F[{yo} X [ti,tix1]] C U;.
- Istnieja otwarte N; — otoczenia yo w Y — takie ze F[N; X [t;, t;+1]] C U;.
- Dla N =\ N;: (Vi)(F[N X [ti, ti+1]] C U;).

- Budujemy F na N x 0, t;] przez indukcje wzgledem i (zmniejszajac N).

- Krok indukeyjny. Wiemy, ze F(yo,t;) € U;, p~ ' [U;] = U Ui; — stad ﬁ(yo,ti) e U
dla pewnego j. Zmniejszmy N tak, by mie¢ F[N x {t;}] C Uij, i zdefiniujmy F
na N x [ti,ti+1] jako (plUij)_l oF.
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2) Jedyno$é gdy Y jest punktem. (Konwencja: bedziemy pisa¢ I zamiast Y x I.)
- Niech F, F': I — X beda dwoma podniesieniami F: I — X, F(0) = F'(0).
Jak poprzednio: niech F[t;, ;1] C U;, U; prawidlowo nakryte, p~!{U;] = |J U;;.

Przez indukcje wzgledem i pokazemy, ze F' = F’ na [0, ;].

Zbiory ﬁ[ti,tiﬂ], ﬁ/[ti,ti_i_]_] sa spojnymi podzbiorami p~t[U;] = |JU;j, wiec

kazdy jest zawarty w pewnym U;; — tym samym Us;, gdyz F(t;) = ﬁ’(ti).
Dlat e [ti,ti+1]2

E(t) = (plu,,) " (F(@®) = F'(2).

3) Z 2) wynika, ze rozszerzenia F skonstruowane w 1) na zbiorach postaci N x I sg
zgodne. 7 ciagtosci kazdego z nich wynika ciagltosé ich sumy — podniesienia na Y x I.
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Dowdd tw. o podnoszeniu odwzorowan.
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Definiujemy ]7 C — H tak.

1) Wybieramy f(0) — dowolny punkt zbioru A=1(f(0)).
2) Dla z € C wybieramy droge .:

Y::00,1] = €, 7:(0) =0, 7:(1) ==

Stosujemy tw. o podnoszeniu homotopii do F, := f o+, (Y to punkt) i ktadziemy

f(z) = Fx(1).
3) Definicja z 2) nie zalezy od wyboru drogi: kazda inna droga jest homotopijna z 7., a
homotopie mozna podniesé. ~
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