1. Przestrzenie Hom(V, V) oraz Hom(V*,V*) zawieraja element id. Odwzorowanie f — f* zadaje
izomorfizm miedzy nimi. Jakie sa obrazy identycznosci przy tym izomorfizmie.

2. Pokazac ze Hom(V*,V*) jest izomorficzna (kanonicznie nad V) z [Hom(V,V)]*. Na co przechodzi
identycznosc przy tym izomorfizmie?

3. Przestrzen (V @ V*)* zawiera wyrozniony element B zadany przez B(v@u) = u(v). Na co przechodzi
B.

4. V. = AFV jest funktorem kowariantnym. Mamy dane odwzorowania f :V — W oraz g : W — V.
Ich zlozenie jest odwzorowaniem V — V wiec ma wyznacznik. Jak policzyc ten wyznacznik w terminach
(pomocniczych) baz w V, W oraz macierzy odwzorowan f,g.

5. Niech f : V — V. Policzyc macierze F(f) w (pomocniczych) bazach V dla roznych funktorow: A¥,
Sk TF.... (Po drodze warto opisac bazy w F(V) pochodzace od bazy w V)

6. Niech  : A2V — W bedzie forma skosna. Wtedy na V @ W mozemy wprowadzic strukture algebry:
(v1,wy) - (v2,we) = (v1 4+ vo, w1 + wa) + Q(v1,v2). Sprawdzic ze to algebra Liego, zbadac (co to znaczy?) jej
strukture. Kiedy tak otrzymane algebry sa izomorficzne.

6.5 Udowodnic ze slad Tr : gl,, — k jest jedynym funkcjonalem liniowym na gl niezmienniczym na
dzialanie GL przez sprzeganie (i znormalizowanym: Trid = n). Udowodnic ze abelianizacja GL(n) jako
grupy to k* (a homomorfizm abelianizacji to wyznacznik). Udowodnic ze abelianizacja gl,, jako algebry
Liego to k (a homomorfizm abelianizacji to slad). Omowic sprawe normalizacji.

7. Forma symetryczna dana (w ustalonej bazie) przez forme kwadratowa Q(x,y) = 22 + xy + y? jest
nieosobliwa. Powiedzmy ze mamy dane odwzorowanie A : k2 — k?. Wyrazic maciez A®! w terminach
maciezry A (wszystko w tej ustalonej bazie).

8. Niech w bedzie forma symplektyczna. Wyrazic macierz odwzorowania A“* w terminach macierzy A,
w bazie (x1,y1,72y2), W ktorej w jest rowna odpowiednio zt A y* + 22 A y?, 2t Ay? + 22 Ayr, a(zt Ayt +
22 Ay?) + b(at Ay? + 22 Ayy), Jaki warunek na a, b gwarantuje nieosobliwosc w.

8. Spolaryzowac (calkowicie i czesciowo) xyzt + x2y2.

9. Komutator w algebrze liego zadaje odwzorowanie A%2g — Alg(— 0). Jego kojadro to abelianizacja
g. Dualizujac otrzymujemy (0 —)Alg* — A2g*. TO ostatnie odwzorowanie nazywam d;. Ten ciag mozemy
przedluzyc do (0 —)Alg* — A?g* — A3g* formula da(x Ay) = diz Ay — 2 A dry (i mozna przedluzac go
dalej uzywajac ”zgradowanej/skosnej reguly Leibniza”) Pokazac ze dad; = 0 jest rownowazne tozsamosci
Jacobiego. Jesli umiesz przedluzyc ten ciag, pokaz ze d,1d, = 0. Niezaleznie od tego (poniewaz A*sly = 0
wyzsze d sa zerowe) policz homologie tego kompleksu dla sly

10. (Pfaffian). Nlech V ma wymiar n = 2k. Powiedzmy ze w przestrzeni A"V* wybralismy element
0. Niech w bedzie forma skosna na V. Wtedy w”* mozna zapisac jako Pf(w)o. Pokazac ze ustalajac
pomocnicza baze, Pfaffian jest wielomianem od wspolczynnikow macierzy w. Jaki jest jego stopien?

Jak zmieni sie Pf(w) gdy zminimy o (0 — no). Pokazac ze o wyznacza tez element w A"V*, i mozemy
policzyc wyznacznik odwzorowania V' — V* zadanego przez w. Pokazac ze niezaleznie od wyboru o kwadrat
Pfaffianu to wyznacznik.

11. (Dziwny wymiar 4). Pokazac ze jesli V ma wymiar 4, to SL(V) dzialajac na A?V zachowuje
nieosobliwa forme kwadratowa, jedyna z dokladnoscia do skalowania. POkazac ze ta forma ma 3-wymiarowa
przestrzen izotropowa (czyli jest postaci W @ W*). Czyli SL(4) jest blisko zwiazana z O(3, 3).

12.(Dziwny wymiar 2). Pokazac, ze SL(2) dzialajac na S?(V?) zachowuje forme kwadratowa, ktroa w
pewnej bazie mozna zapisac jako x? + y? — 22 a w innej jako 22 — yz. Czyli SL2 jest blisko zwiazana z

0(2,1).



