Niech V bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowa. Rozwazmy przestrzen V & V*

1. Pokazac ze odwzorowanie f : V — V indukuje odwzorowanie na V @ V*, ktore jest funktorialne
na kategorii ktorej jedymym elementem jest V', a morfizmy to liniowe endomorfizmy V. Jaki jest klopot z
odwzorowaniem miedzy roznymi przestrzeniami?

2. Na V @& V* mamy forme dwuliniowa B[(v, p)(w,n)] = p(w). Pokaz ze automorfizmy (endomorfizmy)
zachowujace B zachowuja rozklad V & V* w sume prosta i sa postaci f & f*.

3. Pokazac ze zarowno B jak jej symetryzacja i antysymetryzacja sa formami nieosobliwymi.

4. Pokazac ze kazda nieosobliwa forma skosna jest izomorficzna antysymetryzacji B.

5. Nieosobliwa forma symetryczna (W, g) jest izomorficzna z V @ V* gB) wtedy i tylko wtedy gdy

a. W jest parzystowymiarowe i rozklada sie w sume W = A + B tak ze zarowno A jak B sa ze-
rowe/izotropowedla g lub

b*. W jest parzystowymiarowa i zawiera polwymiarowa podprzestrzen izotropowa.

6. Pokazac ze V @ V* jest izomorficzna ze swoja przestrzenia dualna, przez izomorfizm ktory ”jest
kanoniczny /naturalny nad obrazem Hom(V,V)”

7. Znalezc automorfizm V@ V* zachowujacy wB / ¢ B, ktory nie jest postaci f @ f* Co jesli automorfizm
zachowuje zarowno ¢gB jak wB?

8. Zalozmy ze podprzestrzen V & V* jest zadana przez forme dwuliniowa Q(v,w) na V, ktora najpierw
traktujemy jako odwzorowanie f : V' — V* a potem bierzemy wykres v, f(v) tego odwzorowania. Powiedzmy
ze taka podprzestrzen jest izotropowa dla B/gB/wB. Co mowi to o fromie Q.

9. Policzyc sygnature fromy gB dla rzeczywistych przestrzeni wektorowych



