
Orbity dzialania dolaczonego na g i na G
Niech V bedzie n-wymiarowa przestrzenia liniowa nad topologicznym cialem k. Przestrzen g = End(V )

i grupa G = GL(V ) maja naturalna topologie. Zadania ponizej dotycza ciala liczb zespolonych. Ale jest
wyzwanie: sprobujcie pomyslec o innych cialach topologicznych np. liczb rzeczywistych, liczb p-adycznych i
szeregow formalnych.

Dzialanie G na g przez sprzeganie jest ciagle (w istocie jest bardzo regularne). Podobnie dzialanie G na
sobie. Interesuje nas obrazek orbitalny tych dwoch dzialan. Najpierw omowmy g.

1. Orbita Om GL(V ) na End(V ) jest domknieta iff m jest sprzezona z macierza diagonalna.
2. Orbity Om,On maja rozlaczne domkniecia iff wielomiany charakterystyczne m,n sa rozne. Odw-

zorowanie m → χm(t) faktoryzuje sie przez iloraz. Na duzej (jakiej) czesci g/G to odwzorowanie jest
roznowartosciowe.

3. W domknieciu kazdej orbity Om jest jedyna orbita elementu polprostego/macierzy diagonalnej.
Jakiej? Jak maja sie ona do wielomianu charakterytycznego m?

4. Element m jest nilpotentny iff 0 jest w domknieciu Om.
5. Domkniecie orbity jest suma skonczenie wielu orbit.
6. Zbior nilpotentow w End, oznaczany N (V ), jest domknietym podzbiorem, ktory jest niezmienniczy

na dzialanie GL(V ), i rozklada sie na skonczenie wiele orbit.
7. Na orbitach mamy czesciowy porzadek: orbita ON jest mniejsza niz orbita OM jesli domkniecie

ON zawiera sie w domknieciu OM . Rownowaznie jesli ON zawiera sie w domknieciu OM . Pokazac ze jesli
ON ≤ OM , to M,N maja ten sam wielomian charakterystyczny

8. Pokazac ze wszystkie nilpotenty o macierzach w ktorych mam same zera za wyjatkiem paska bez-
posrednio nad przekatna, gdzie wszystkie wyrazy rozne od zera, (aij = 0, chyba ze j = i+ 1, i wtedy wyraz
jest niezerowy) sa sprzezone.

8a. Pokazac ze istnieje gesta orbita. Czyli element maksymalny porzadku.
8b. Nilpotent N ktorego diagram Younga jest rozdrobnieniem partycji nilpotenta M spelnia ON ≤ OM .
8c. Pokazac ze orbita nilpotenta (2, 2) jest w domknieciu orbity (3, 1).
9. Jesli N jest w domknieciu orbity OM to wymiar kerNk jest wiekszy niz wymiar kerMk.
9a. Twierdzenie Gerstenhabera i Hesslinka mowi ze prawdziwa jest tez implikacja przeciwna. Sprobuj

udowodnic ja dla przestrzeni mozliwie duzego wymiaru. Na przyklad przy pomocy zadania 2 mozna je
udowodnic dla przestrzeni 4 wymiarowych.

10. Powiedzmy ze endomorfizmy A,B maja te same wielomiany charakterystyczne i te same rozszerzone
przestrzenie wlasne. Znaczy to ze A,B sa elemental ustalonej podalgebry

∏
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) w End(V ). Pokazac ze
A,B sa sprzezone przez element GL(V ) w.t.w. gdy sa sprzezone przez element

∏
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). Wywnioskowac,
ze poset orbit elementow o wielomianie charakterystycznym takim jak wielomian A jest produktem posetow
(co to?) orbit nilpotentnych w End(Eλi)

11. Narysowac obrazki rozkladow orbitalnych w niskowymiarowych grupach i algebrach Lie. sl2R,
grupy i algebry, SL2C, grupy i algebry, B2: macierzy trojkatnych, grupy i algebry, grupy i algebry gornych
macierzy trojkatnych (1/0 na przekatnej). Dla tych dwoch ostatnich zbadac tez obrazek orbitalny reprezen-
tacji kodolaczonej.

12. Zbadac obrazek orbitalny dla dzialan GL(n)/ SL(n) (nad R oraz C) na formach symetrycznych,
skosnych, oraz Hom(V, V ) i V ⊗ V
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