To sa moje notatki z wykladu przepisane jako lista zadan. Nie ponumerowanych.

Jesli G dziala na X, chcemy znac przestrzen orbit.

Majac algebre g i grupe Liego G, mamy dzialanie Adg na g (oraz dzialanie ady). Chcemy zrozumiec
przestrzen orbit, dzisiaj dla Sp 1 SO (dla SL wiemy co sie dzieje). I na poczatek zakladamy ze cialo nad
ktorym zdefiniowane jest g, G jest algebraicznie domkniete.

Warto zauwazyc, ze ten problem to problem izomorfizmu w kategoriach (V, E, g) dla SO(V) i (V, E,w)
dla Sp(V), (przy czym zakladamy ze F jest zgodne z forma tzn. B(Ex,y)+ B(z, Ey) = 0) Na takich trojkach
dzialaja przeksztalcenia liniowe. Poniewaz dzialaja one tranzytywnie na g,w problem izomorfizmu staje sie
problemem klasyfikacji E pod dzialaniem stabilizatora B. A stabilizator B to Sp lub SO. Podobnie, mimo ze
przeksztalcenia Iniowe nie dzialaja tranzytywnie na E, ich klasyfikazje rozumiemy. Wybierajac reprezentanta
z orbity E problem redukuje sie do klasyfikacji form B pod dzialaniem stabilizatora E. (Zadanie uzasadnic
powyzsze. Jaki jest stabilizator F w w SL)

Wiemy ze V = @ Vi, gdzie V) = ker(E — A d)N

Ten rozklad dobrze pasuje do formy: uzasadnij ze

V=Vi+V_1+@,(Va® Vy-).

— sumy + sa B-ortogonalne.

— Skladniki sumy + sa B-nieosobliwe.

— Skladniki sumy @ czyli Vi, A # £1 sa izotropowe,

— Drzialanie na Vy @ V-1 jest postacie f @ f*~'. klasyfikacja na tych skladnikach to klasyfikacja nilpo-
tentow w sl(Vy).

(Uwaga: czescia tego zadania jest argument ze uogolnione przestrzenie wlasne odpowiadajace roznym
wartosciom wlasnym sa ortogonalne. Na wykladzie tego nie udowodnilem)

Wielomian stopnia n jest palindromiczny jesli P(z) = 2" P(1)/ Znaczy to ze mozna go czytac wspak:
a; = aj jesli ¢ +j =n.

Zmaczy to ze jesli A # 1 jest pierwiastkiem P, jej odwrotnosc tez jest pierwiastkiem. Suma palindromow
tego samego stopnia jest palindromem, iloczyn dwoch palindromow jest palindromem.

Wielomian charakterystyczny symplektycznego endomorfizmu jest postaci (z — 1)*(x 4+ 1)*P(z), gdzie
a, b sa parzyste, a P(z) jest palindromicznym wielomianem (wiec ostatecznie jest palindromiczny)

Wielomian charakterystyczny ortogonalnego endomorfizmu jest postaci (z — 1)%(z + 1) P(x), gdzie a, b
sa dowolne, a P(z) jest palindromicznym wielomianem (wiec ostatecznie jest palindromiczny lub postaci
(x — 1) - Palindrom(z))

Pokaz ze

a. kazdy wielomian stopnia n jest wielomianem charakterystycznym endomorfizmu przestrzeni wymiaru
n.

b. Kazdy wielomian palindromiczny jest wielomianem charakterysytycznym zarowno endomorfizmu
symplektycznego, jak ortogonalnego. Kazdy wielomian postaci (x — 1) - Palindrom(z) jest wielomianem
charakterystycznym endomorfizmu ortogonalnego.

Nad jakim cialem przeprowadzacie ten argument?

Nilpotenty w g, i ogolniej ad.

Definicja n € g nazywamy nilpotentnym jesli ad(n) € End(g) jest nilpotentnym endomorfizmen
przestrzeni wektorowej.

Zadanie. W przypadku SO, Sp (ogolniej algebr macierzowych g < EndV) mamy trzy konkurencyjne
definicje nilpotenta: a. powyzsza, b. n jest nilpotentny jesli jest nilpotentnym endomorfizmem V (tzn
n® = 0) c. jest nilpotentny jako element End(V), tzn ad(n) jest nilpotentnym endomorfizmem. Pokazac ze
te definicje sa zgodne.

Ogolniej adg daje mozliwosc zbadania rozlkadu endomorfizmu ad(h). Na przyklad ”h nazywamy pol-
prostym elementem g jesli ad(h) jest diagonalizowalny” (tzn w rozkladzie na uogolnione przestrzenie wlasne
wystarczy uzywac prawdziwych przestrzeni wlasnych). To jest poczatek czegos duzego.
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Zrozumiec nilpotent w SO, Sp mozemy sprobowac tak: potraktowac go jako nilpotent w SL, znalezc
jego diagram Younga, I zapytac czy/ ile mamy form symetrycznych /skosnych ktore ten nilpotent zachowuje.
Potem wziac taka forme, ustandartyzowac ja, i dostac postac normalna nilpotenta.

To jest w zasadzie bezposredni rachunek. Ale warto uzyc czegos mniej oczywistego: twierdzenia
Jacobsona-Morozowa-Kostanta. Z tego twierdzenia wynika pewna ”sztywnosc”, nieoczywista w wyjsciowym
sformulowaniu problemu.

Twierdzenie (JMK) Niech g polprosta algebra Liego. Niech e € Nil(g). Wtedy istnieje f, taki ze e, f,h
tworza sl(2)-trojke. (JM) Co wiecej rozne f sa ze soba sprzezone przez element centralizatora e.(K)
Zadanie: znalezc f, h jesli e jest dane przez pojedyncza klatke Jordana nilpotenta w SL

SL2.
Jest zadana przez generatory i relacje
[e, h] = 2e, [f,h] = =2f [e, f] = h.

W macierzowej notacji e gorna trojkatna, f dolna trojkatna, h diagonalna.

Reprezentacja sl2/g na V: homomorfizm algebr Liego g — end(V'). Podobnie dla grup G — GL(V) i
algebr A — End(V).

Ten homomorfizm powienien byc regularny: ciagly gladki, wymierny, wielomianowy... W istocie min-
imalne zalozenia regularnosci pociagaja bardza silna regularnosc (kazda funkcja f : R — R ktora spelnia
fx+y) = f(z) + f(y) 1 jest mierzalna, jest liniowa f(z) = Ax)

Zadanie. Jesli n jest nilpotentem w g, a p: g — end(V) jest reprezentacja, to p(n) jest nilpotentem.

Wiec kazda reprezentacja sl2 daje nilpotent p(e), JKM daje implikacje odwrotna.

Reprezentacje s12 (Fulton Harris).

1. Definicja: Reprezentacja na V jest nieredukowalna jesli V' nie zawiera niezmienniczej podprzestrzeni.

2. Wazny fakt: Kazda reprezentacja sl2 (polprostej g) rozklada sie w sume reprezentacji nieredukowal-
nych.

3. Wazne wyliczenie: Nieredukowalne reprezentacje sl2 to reprezentacje na potegach symetrycznych
S4(V?2), zwanych tez formami binarnymi.

Wiec: d = 0 to reprezentacja trywialna (grupa idzie w jedynke, algebra w zero)

d = 1 reprezentacja definiujaca, d = 2 dolaczona, d = 3...

W ksiazce Fultona i Harrisa warto obejrzec obrazek z e i f przesuwajacymi, h stabilizujacymi pod-
przestrzenie wlasne h.

Zadanie: pokazac bezposrednio ze reprezentacja dualna do S¢(V?) jest z nia izomorficzna.

Whiosek: Reprezentacje sl2 sa opisane przez diagramy Younga. (slupki wysokosci 1 to reprezentacje
trywialne.)

Symplektyczne i ortogonalne reprezentacje sl2: Zamiast homomorfizmow w GL/SL/sl uzywamy ho-
momrfizmow w SO, Sp. Uzasadnij ze

1. S4(V?2) @ S4(V?) jest reprezentacja zarowno symplektyczna jak ortogonalna.

2. §2k+1(V2) dopuszcza jedyna z dokladnoscia do skalowania niezmiennicza na S L2 forme skosna (ktora
jest nieosobliwa). Nie dopuszcza zadnej symetrycznej formy niezmienniczej.

3. S%¢(V?) dopuszcza jedyna z dokladnoscia do skalowania niezmiennicza na SL2 forme symetryczna
(ktora jest nieosobliwa). Nie dopuszcza zadnej skosnej formy niezmiennicze;j.

Wywnioskuj nastepujace Twierdzenie:

Reprezentacja sla jest symplektyczna iff jej diagram Younga zawiera parzysta ilosc slupkow kazdej
nieparzystej wysokosci.

Reprezentacja sls jest ortogonalna iff jej diagram Younga zawiera parzysta ilosc slupkow kazdej parzystej
wysokosci.

Posrednie wazne Twierdzenie: Jesli p jest symplektyczna/ortogonalna reprezentacja sl2, to podprze-
strzenie ustalonego typu d (tzn rozkladamy reprezentacje w reprezentacje nieredukowalne, a potem sumujemy
wszystkie skladniki izomorficzne z S%(V?)) sa wzajemnie ortogonalne. (Wskazowka: dowiedziec sie co to
Lemat Schura i zastosowac go: Wez sume przestrzeni typu d i ¢, ogranicz forme B do nich, jesli przestzrenie
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nie sa prostopadle, to dostajemy niezerowe odwzorowanie ekwiwariantne z przestrzeni typu d w przestrzen
dualna do przestrzeni typu c, sprzecznosc)

Whiosek: Maksymalna podprzestrzen typu d jest nieosobliwa

Whioski dla nilpotentow: dwa nilpotenty w Sp/SO sa sprzezone iff maja te same diagramy Younga.
Diagramy nilpotentow w Sp/SO sa ograniczone tak jak diagramy reprezentacji sls.



