
1. Udowodnic przez indukcje ze kazdy nilpotent jest sprzezony z nilpotentem pochodzacym od diagramu
Younga w taki sposob:

a. udowodnic twierdzenia dla nilpotentow takich ze N2 = 0
b. Zastosowac pierwszy punkt dla nilpotenta Nd+1 = 0, Nd 6= 0, rozwazajac dzialanie N na (V =

KerNd+1)/KerNd. Dzieki indukcji wiemy jak wyglada nilpotent na KerNd.
2. Z filtracja F1 < F2 < ... mozna stowarzyszyc gradacje, tzn rozklad V w sume prosta przestrzeni

izomorficznych z Fi+1/Fi.
Dla nilpotenta f = N (takiego ze Nd+1 = 0, Nd 6= 0) V ma wstepujaca filtracje prze kerNk i zstepujaca

filtracje przez ImNk. Jak sie maja do siebie stowarzyszone z nimi gradacje?
Majac dane f : V → V , pokazac ze kerf jest izomorficzne z cokerf = V/imf . obie te przestrzenie maja

filtracje ... < ImNk+1 < ImNk < ... filtruje kerN zas KerNk < KerNk+1 filtruje cokerN Jak sie maja do
siebie stowarzyszone z nimi gradacje.

3. Udowodnic ze klasy izomorfizmow skonczonych p-grup abelowych o pn elementach odpowiadaja
partycjom n. Wskazowka: mnozenie przez p jest nilpotentem. Skonczone p-grupy abelowe mozna traktowac
jak moduly nad pewnym pierscieniem. Jakim?

Udowodnic ze torsyjne moduly nad pierscieniem wielomianow zlokalizowanym w ideale pierwszym p
odpowiadaja partycjom.

Doviedziec sie co to DVR.
4. Odpowiedniosc miedzy endomorfizmami przestrzeni wektorowych nad k (skonczenie wymiarowych) i

torsyjnymi modulami nad pierscieniem wielomianowk[x] (skonczenie generowalnymi).
a. majac dany endomorfizm E : V → V definiuje na V strukture k[x] modulu przez P (x)v = P (E)(v)

(jasne jest co to wielomian of E). Pokazac ze tak otrzymany modul jest torsyjny i skonczenie generowalny.
b. Majac dany V , torsyjny i skonczenie generowalny modul nad k[x] pokazac ze jest on skonczenie

wymiarowa przestrzenia wektorowa nad k. Odwzorowanie v → x · v zadaje k-liniowy endomorfizm V
Te dwie procedury sa wzajemnie odwrotne.
5. Pierscien k[x] jest pierscieniem idealow glownych. Dla danego modulu V (torsyjnego i skonczenie

generowalnego) i wielomianu P rozwazamy zbior VP = {v : P (x)v = 0} oraz zbior VPN = {v : P (x)nv = 0}
(dla pewnego n) ten zbior zalezy tylko od idealu generowanego przez P .

Jesli P dzieli Q to VP < VQ.
Jesli P,Q sa wzglednie pierwsze, to Q zachowuje VP i dziala tam jako izomorfizm. Tak samo dla VPn .
Pokazac ze kazde V rozklada sie w sume prosta

⊕
VPN , gdzie sumowanie odbywa sie po pewnym zbiorze

idealow pierwszych (czyli wielomianow nierozkladalnych).
Przedyskutowac sytuacje ogolnego pierscienia idealow glownych.
6. Zbadac strukture VPN jako k[x] modulu. a. P dziala tam jako nilpotent, uzywajac klasyfikacji

nilpotentow mozemy to zrozumiec. b. jak dziala mnozenie przez x na nilpotencie o znanym diagramie
Younga.
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