Formy rézniczkowe, lista 3

Konwencje: M i N zawsze sa spojne. Rozmaito$¢ zamknieta to zwarta rozmaitos¢ bez brzegu. Ko-

homologie to kohomologie de Rhama. Wiazka zorientawana to wiazka z wybranymi zgodnie orientacjami

widkien.
0. Przeczytaj te liste ze zrozumieniem.
1. Niech E, F beda wiazkami zorientowanymi nad baza M. Nadaj sens formule ®(E & F) = ®(E) A §(F)
i udowodnij jej prawdziwos¢.
2. Uzasadnij, jesli podrozmaitosci R, S (zwarte, zorientowane) przecinaja, sie transwersalnie, to
a) ich przekrdj tez jest podrozmaitoscia;
b) nrns = nr Ans (w kohomologiach).
3. Niech F bedzie zorientowana wiazka nad N, f:M — N odwzorowaniem gtadkim, F: f*E — FE
nakrywajacym f naturalnym odwzorowaniem wiazek. Uzasadnij, ze
a) F*®(E) = ®(f*E);
b) fre(E) = e(f*(E)).
4. Niech s bedzie transwersalnym do ciecia zerowego cieciem wiazki E nad M, za$ Z jego zbiorem zer.
Uzasadnij, ze wiazka normalna do Z w M jest izomorficzna z obcigciem wiazki E do Z.

5. Udowodnij, ze jesli — przy oznaczeniach poprzedniego zadania — M jest zamknieta i wszystko jest
zorientowane, to klasa e(E) € H*(M) jest dualna w sensie Poincarégo do Z w M.

6. Zidentyfikuj rzeczywisty wariant wiazki O(n) jako wiazke produktows (trywialna) lub wstege Mobiusa.

7. Policz klase Eulera wiazki O(n) nad CP! (czyli nad C) dla wszystkich n calkowitych.

8. Uzasadnij, ze O(n) = O(1)®™.

9. Nad CP! rozwazamy wiazke tautologiczna; widknem nad prosta £ jest prosta £. Zidentyfikuj te wiazke
jako O(—1)

10. Zinterpretuj wielomian jednorodny k-tego stopnia n+ 1 zmiennych zespolonych jako ciecie odpowiedniej
wigzki nad CP™ (zwanej O(k); czasem dla precyzji pisze si¢ Ocpn (k)).

11. Wylicz kohomologie CP?. (To sie przyda w nastepnych zadaniach; powinno wyj$¢ R w wymiarach
0,2,4, i zero w pozostalych.)

12. Niech H = ¢(0O(1)) € H*(CP?). Uzasadnij, ze e(O(k)) = kH.

13. Udowodnij, ze przecinajace sie transwersalnie krzywe w CP? zadane przez wielomiany jednorodne stopni
ki ¢ maja k - £ punktéw przeciecia.

14. Wyznacz klase Eulera wiazki normalnej do standardowego CP! w CP2.

15. Znajdz wlozenie CP! w CP? 7z klasa, Eulera wiazki normalnej inna, niz w poprzednim zadaniu.

16. Rozwaz pole wektorowe X ktore jest transwersalne do zerowego ciecia wiazki T'M.

a) Narysuj jak moze wyglada¢ X w otoczeniu swojego zera.

b) Niech X, = 0. Uzywajac (zgodnej z orientacja M) mapy na otoczeniu U punktu p mozemy, dla
q € U, utozsami¢ T,M z R". Dzieki temu mozna okredli¢, dla e bliskich zeru, funkcje fo:S"~t —
S7=1 wzorem f.(v) = %. Uzasadnij, ze stopienl f. nie zalezy od wyboru mapy i (malego) e.
Ile on wynosi? (Ten stopierl nazywamy indeksem pola X w punkcie p i oznaczamy ind, X)

¢) Dla kazego calkowitego n narysuj na plaszczyznie pole wektorowe ktére w zerze ma izolowane zero
indeksu n. Napisz tez to pole wzorem, aby przekona¢ sie, ze naprawde moze by¢ ono gladkie.

17. Niech F' bedzie skonczonym podzbiorem zamknietej zorientowanej powierzchni ¥. Dla p € F' ustalmy
parami rozlaczne otwarte otoczenia U, i ich dyfeomorfizmy 4, z dyskiem D = {z € C | |z| < 1}. Niech
E=(E\F)xCU|l,pUpx C/~, gdzie dla g € U, \ {p} utozsamiamy element (¢, w) € (X \ F) x C
z (¢, ¢p(q)(w)) € U, x C. Wyznacz klase Eulera otrzymanej wiazki.

18. Uzasadnij, ze orientowalna wiazka plaszczyzn nad orientowalna powierzchnia zamknieta, staje sie try-

wialna po usunieciu z bazy jednego punktu (z przestrzeni totalnej wiazki — wiékna nad tym punktem).
Czy obserwujac trywializacje o ktorej mowa w poblizu usuwanego punktu potrafisz zobaczy¢ klase Eulera
oryginalnej wiazki?



