
Formy różniczkowe, lista 6
O ile z kontekstu nie wynika inaczej, należy domniemywać, że E jest wia

‘
zka

‘
nad

rozmaitościa
‘
M wyposażona

‘
w koneksje

‘
∇.

1. Na wia
‘
zce normalnej N do podrozmaitości Mm ⊂ R

n jest naturalna koneksja: dla
v ∈ TpM i cie

‘
cia s nad otoczeniem p określamy ∇vs jako rzut prostopad ly na Np

wektora Dv(s) (w tym ostatnim wyrażeniu s traktujemy jako funkcje
‘

o wartościach
w R

n, a Dv oznacza pochodna
‘

kierunkowa
‘
). Podaj przyk lad uzasadniaja

‘
cy, że rzut

prostopad ly jest w powyższej definicji niezbe
‘
dny. Wylicz forme

‘
opisanej koneksji dla

powierzchni zadanej parametrycznie: Σ(x, y) = (x, y, x2−y2) i reperu sk ladaja
‘
cego sie

‘
z jednego cie

‘
cia s = Σx × Σy. Zrób to także dla reperu znormalizowanego σ = s/|s|.

2. Niech E be
‘
dzie podwia

‘
zka

‘
wia

‘
zki trywialnej M × R

n. Określamy koneksje
‘

na E
naste

‘
puja

‘
co: (∇vs)(p) to rzut prostopad ly na Ep wektora (Dvs)(p) ∈ R

n (na R
n

używamy standardowego iloczynu skalarnego). Sprawdź, że jest to koneksja na E
zgodna z metryka

‘
riemannowska

‘
obcie

‘
ta

‘
z R

n.

3. Maja
‘
c dane koneksje na wia

‘
zkach E i F zdefiniuj indukowane koneksje na E ⊕ F ,

E ⊗ F , Hom(E, F ), E∗, Λ2E, E ⊗ E ⊗ F , Sym2(E) itp. Wyraź formy tych koneksji
przez formy wyj́sciowych koneksji na E i F .

4. Niech E be
‘
dzie jednowymiarowa

‘
wia

‘
zka

‘
zespolona

‘
. Jak sie

‘
ma krzywizna E⊗n do

krzywizny E?

5. Niech F be
‘
dzie zamknie

‘
ta

‘
2-forma

‘
na M o wartościach rzeczywistych / zespolonych.

Uzasadnij, że lokalnie F daje sie
‘

zrealizować jako forma krzywizny pewnej koneksji
na wia

‘
zce o jednowymiarowym w lóknie rzeczywistym / zespolonym. Uzasadnij, że

jeśli F ma wartości urojone, to wia
‘
zke

‘
zespolona

‘
o której mowa w poprzednim zdaniu

można wyposażyć w metryke
‘

hermitowska
‘
zgodna

‘
z koneksja

‘
.

6. Cie
‘
cie s nazywamy równoleg lym, jeśli ∇s = 0. Uzasadnij, że dowolna wia

‘
zka nad

odcinkiem ma niezerowe cie
‘
cia równoleg le.

7. Niech ∇, ∇′ be
‘
da

‘
dwoma koneksjami na wia

‘
zce E nad (0, 1). Udowodnij, że istnieje

h ∈ Γ(Aut(E)), takie że dla każdego cie
‘
cia s wia

‘
zki E zachodzi h−1∇(hs) = ∇′s.

8. Poprzednie zadanie mówi, że na wia
‘
zce nad odcinkiem jest – z dok ladnościa

‘
do pewnej

równoważności – jedyna koneksja. Zbadaj, ile jest – z dok ladnościa
‘

do tej samej
równoważności – koneksji na trywialnej wia

‘
zce nad okre

‘
giem.

9. Uzasadnij, że jeśli wia
‘
zka ma nad pewnym zbiorem reper z lożony z cie

‘
ć równoleg lych,

to jej krzywizna jest na tym zbiorze zerowa. Czy jest też odwrotnie?

10. Używaja
‘
c wzoru F = dA+A∧A wylicz jak zmienia sie

‘
forma krzywizny pod wp lywem

zmiany reperu.

11. Udowodnij, że d∇F∇ = 0.

12. Udowodnij, że F f∗∇ = f∗F∇.

13. G ladkie odwzorowanie f : N → M ma obraz zawarty w pewnej jednowymiarowej po-
drozmaitości rozmaitości M . Udowodnij, że krzywizna koneksji f∗∇ jest zerowa. (∇
to pewna koneksja na wia

‘
zce E nad M)


