Formy rézniczkowe, lista 6
O ile z kontekstu nie wynika inaczej, nalezy domniemywadé, ze FE jest wiazka nad

rozmaitoscia M wyposazona w koneksje V.

1.

10.

11.
12.
13.

Na wiazce normalnej N do podrozmaitosci M™ C R" jest naturalna koneksja: dla
v € T,M i cigcia s nad otoczeniem p okreslamy V,s jako rzut prostopadly na N,
wektora D, (s) (w tym ostatnim wyrazeniu s traktujemy jako funkcje o wartos$ciach
w R", a D, oznacza pochodna kierunkowsa). Podaj przyklad uzasadniajacy, ze rzut
prostopadly jest w powyzszej definicji niezbedny. Wylicz forme opisanej koneksji dla
powierzchni zadanej parametrycznie: ¥(x,y) = (z,y, 22 —y?) i reperu skladajacego sie
z jednego ciecia s = X, x X,. Zréb to takze dla reperu znormalizowanego o = s/|s|.

Niech E bedzie podwiazka wiazki trywialnej M x R"™. Okreslamy koneksje na E
nastepujaco: (V,s)(p) to rzut prostopadly na E, wektora (D,s)(p) € R™ (na R"
uzywamy standardowego iloczynu skalarnego). Sprawdz, ze jest to koneksja na E
zgodna z metryka riemannowska obcieta z R".

Majac dane koneksje na wiazkach F i F' zdefiniuj indukowane koneksje na E @ F,
E® F, Hom(E,F), E*, A’E, E® E® F, Sym*(E) itp. Wyraz formy tych koneksji
przez formy wyjsciowych koneksji na E' i F'.

Niech E bedzie jednowymiarowa wiazka, zespolona. Jak si¢ ma krzywizna E®" do
krzywizny E?

Niech F' bedzie zamknieta 2-forma na M o wartosciach rzeczywistych / zespolonych.
Uzasadnij, ze lokalnie F' daje sie zrealizowaé¢ jako forma krzywizny pewnej koneksji
na wiazce o jednowymiarowym wiéknie rzeczywistym / zespolonym. Uzasadnij, ze
jesli F' ma wartosci urojone, to wiazke zespolona o ktorej mowa w poprzednim zdaniu
mozna wyposazy¢ w metryke hermitowska, zgodna z koneksja,

Ciecie s nazywamy rownoleglym, jesli Vs = 0. Uzasadnij, ze dowolna wiazka nad
odcinkiem ma niezerowe ciecia réwnolegte.

Niech V, V' beda dwoma koneksjami na wiazce E nad (0,1). Udowodnij, ze istnieje
h € T(Aut(E)), takie ze dla kazdego ciecia s wiazki E zachodzi h=1V(hs) = V’s.
Poprzednie zadanie méwi, ze na wiazce nad odcinkiem jest — z doktadnoscia do pewnej

réwnowaznosci — jedyna koneksja. Zbadaj, ile jest — z dokladnoscia do tej samej
réwnowaznosci — koneksji na trywialnej wiazce nad okregiem.

Uzasadnij, ze jesli wiazka ma nad pewnym zbiorem reper zlozony z cie¢ réwnolegtych,
to jej krzywizna jest na tym zbiorze zerowa. Czy jest tez odwrotnie?

Uzywajac wzoru F' = dA+ AN A wylicz jak zmienia sie forma krzywizny pod wptywem
zmiany reperu.

Udowodnij, ze dVFY = 0.

Udowodnij, ze FI'V = f*FV.

Gladkie odwzorowanie f: N — M ma obraz zawarty w pewnej jednowymiarowej po-

drozmaitosci rozmaitosci M. Udowodnij, ze krzywizna koneksji f*V jest zerowa. (V
to pewna koneksja na wiazce F nad M)



