Algebra liniowa 1R, Lista 12
Wszystkie macierze ktorych rozmiar nie jest explicite okreslony to macierze 3 x 3.

1. Uzasadnij nastepujace wzory. Zaléz, ze wystepujace w nich macierze odwrotne istnieja. a) (M 1)~ =
M; b) det(MNM~1) = det(N); ¢) (M — M)™t — (ul — M)~ = (u—N)(ul — M)~ (A — M)~ d)
det(M~1) = (det(M))~ .

2. ZnajdZ wektory 1 wartosci wlasne dla (a) obrotu o kat 8 wokdét pewnej prostej; (b) rzutu na prosta; (c)
rzutu na plaszcezyzne; (d) symetrii wzgledem prostej; (e) symetrii wzgledem plaszczyzny. (O wszystkich
prostych i plaszczyznach o ktérych mowa w tym zadaniu zakladamy, ze przechodza przez 0.)

3. Znajdz wartosci 1 wektory wlasne. Poréwnaj krotnos¢ pierwiastka wielomianu charakterystycznego z
maksymalng mozliwg liczba odpowiadajacych mu liniowo niezaleznych wektoréw wiasnych.
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4. Znajdz wszystkie wymierne pierwiastki wielomianéw. Stwierdz tez, ile maja one pierwiastkow rzeczy-
wistych. (a) 3 + 522 + 2z — 8, (b) @ + 522 + 5z + 4, (¢) 223 — 1022 + Tz + 3, (d) 62% + 72?2 — 2 — 2,
(e) —2® — T2% 4+ 32 + 27, (f) —2® + 7, (g) 22 — (1 +2v2)2? + (V2 — 1)z + V2.

5. Podana macierz jest macierza izometrii. Czy ta izometria jest obrotem, czy symetrig obrotowa? Wokot
jakiej prostej? O jaki kat?
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0o 0 -1]; 0 0 -1
1 0 0 0 1 0
6. Zdiagonalizuj macierz M: znajdZ wartoéci wlasne i baze wektoréw whasnych; zapisz M w postaci PDP~!
1 4 -1
z diagonalnym D; M = | 0 3 -5
0 0 -2

7. Macierze A i A~ maja catkowite wyrazy. Co wynika stad o det(A4)?

8. Niech X,Y, Z € R? beda niezerowymi wektorami, A macierza, za$ A\, 4 € R dwoma réznymi liczbami,
przy czym AX = AX, AY = \Y, AZ = pZ. Udowodnij, ze jesli X,Y sa Inz, to X,Y, Z sa Inz.
4 -5 2 7T —12 6
9. 15 =7 3],]110 —19 10 | — ktéra z tych macierzy diagonalizuje sie, a ktéra nie?
6 -9 4 12 =24 13

10. Niech ciag (a,) bedzie zadany rekurencyjnie: ag = 1, a1 = 7, ag = —1, api3 = 4api2 — apy1 — 6ay.
Wyprowadz jawny wzér na n-ty wyraz tego ciagu.

11. Nastepujace przeksztalcenia sg izometriami R?; przedstaw kazde z nich jako zlozenie translacji i izometrii
liniowej. ZnajdZ macierz czesci liniowej. (a) odbicie wzgledem plaszczyzny = 4+ z = 1; (b) odbicie
wzgledem prostej © = z = 1; (¢) obrét o /2 wokét prostej y = z = 1 (sa dwa takie obroty; wybierz
dowolny z nich).

12. Slad pewnej izometrii wynosi —3. Co to za izometria?

13. Znajdz macierz obrotu o ¢ wokoét prostej x = —y = %, w ktérakolwiek strong. Nastepnie wythumacz
komu$ w ktora strone obracales.

14. Znajdz macierz zlozenia obrotu prawoskretnego wokét prostej X =¢(2,1,2)" o kat I ( przeksztalcenia
R(271,2)T,%) i odbicia w plaszczyznie prostopadlej do osi tego obrotu.

15. Niech A bedzie liniowa, izometria R? zmieniajaca orientacje, taka, ze liczba 1 jest jej wartodcia wilasna,
Uzasadnij, ze A jest odbiciem wzgledem pewnej plaszczyzny.

16. Zalézmy, ze macierz A ma 3 rézne wartosci wlasne, i ze AB = BA. Uzasadnij, ze macierz B jest
diagonalizowalna.

17. Jak moze wygladaé¢ zbiér wszystkich wartosci wlasnych liniowej izometrii R3? Opisz wszystkie mozli-
wosci. Uwzglednij zespolone wartosci wlasne.

18. Udowodnij, ze kazda zachowujaca 0 izometria R jest liniowa. [Robi si¢ to podobnie jak dla R?2.]

19. Uzasadnij, ze kazda izometria R? jest ztozeniem co najwyzej czterech odbié (w ptaszczyznach).

20. Niech M bedzie macierza, 2 x 2 o wyrazach calkowitych. Zalézmy, ze M™ = I dla pewnej dodatniej

liczby calkowitej n. Udowodnij, ze M'2 = I.



