
Algebra liniowa 1R, lista 13

1. Napisz co najmniej trzy macierze izometrii w których pierwszym wierszem jest (3/5,
√

7/5,−3/5).

2. Sprawdź, że jeśli macierze symetryczne A, B spe lniaja
‘
warunek

(∀X ∈ R3)(〈AX,X〉 = 〈BX,X〉),

to A = B.

3. Napisz forme
‘

kwadratowa
‘
Q na R3, taka

‘
że Q((1, 2, 3)>) = −7.

4. Niech Q((x, y, z)>) = xy + yz + zx. Wskaż wektor U , taki że: (a) Q(U) = 1; (b) Q(U) = −1; (c) Q(U) = 0.

5. Znajdź macierz izometrii liniowej F , takiej że F ((2, 2,−1)>) = (0, 3, 0)>.

6. Znajdź macierz izometrii liniowej F , takiej że F ((2, 2,−1)>) = (1,−1,
√

7)>. Ile jest takich izometrii?

7. Znajdź symetryczna
‘
macierz A ∈ M3×3(R), taka

‘
że A
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, a liczba 3 jest

wartościa
‘
w lasna

‘
A.

8. Znajdź symetryczna
‘
macierz A ∈M3×3(R), taka

‘
że χA(x) = 2x2−x3, a każdy wektor p laszczyzny 2x+y+z =

0 jest wektorem w lasnym A.

9. Podaj przyk lad macierzy symetrycznej A ∈M3×3(R), takiej że wektory (1,−1, 0)>, (0, 1,−1)> i (1, 0,−1)>

sa
‘
jej wektorami w lasnymi, a wektor (1, 2, 3)> nie jest jej wektorem w lasnym.

10. Podaj przyk lad macierzy symetrycznej S rozmiaru 3 × 3 oraz jej trzech liniowo niezależnych wektorów
w lasnych, z których żadne dwa nie sa

‘
prostopad le.

11. Za lóżmy, że X jest wektorem w lasnym macierzy A ∈M3×3(R) spe lniaja
‘
cej warunek A> = I−A. Udowodnij,

że jeśli Y ⊥ X, to AY ⊥ X.

12. Za lóżmy, że A ∈M3×3(R) jest symetryczna, AX = λX, AY = µY , 〈X,Y 〉 6= 0. Udowodnij, że wtedy λ = µ.
Wywnioskuj sta

‘
d, że każda liniowa kombinacja wektorów X i Y jest wektorem w lasnym A.

13. Udowodnij, że jeśli liniowo niezależne wektory X,Y ∈ R3 sa
‘

wektorami w lasnymi macierzy symetrycznej
A ∈M3×3(R), to również wektor X × Y jest wektorem w lasnym tej macierzy.

14. Podaj przyk lad formy kwadratowej Q na R3, takiej że Q(E1), Q(E2), Q(E3) > 0, ale dla pewnego U ∈ R3

mamy Q(U) < 0.

15. Niech Q be
‘
dzie forma

‘
kwadratowa

‘
na R3, zaś U, V ∈ R3 be

‘
da

‘
takie, że Q(U) = −Q(V ) = 1. Udowodnij, że

istnieje nieskończenie wiele wektorów W ∈ R3, takich że Q(W ) = 0.

16. Które macierze 2× 2 daja
‘
sie

‘
rozszerzyć do macierzy izometrii rozmiaru 3× 3? Spróbuj sformu lować różne

warunki konieczne i różne warunki dostateczne.

17. Przedstaw elipsoide
‘

o d lugościach pó losi a, b, c jako obraz sfery x2 + y2 + z2 = 1 przez odpowiednie przek-
szta lcenie liniowe R3. Znaja

‘
c wzór na obje

‘
tość kuli i wiedza

‘
c jak zmienia sie

‘
obje

‘
tość pod wp lywem przek-

szta lcenia liniowego oblicz obje
‘
tość obszaru ograniczonego ta

‘
elipsoida

‘
.

18. Oblicz obje
‘
tość obszaru ograniczonego elipsoida

‘
x2 + 2y2 + 5z2 + 2xy + 4yz = 1.

19. Za lóżmy, że F :R3 → R3 jest przekszta lceniem liniowym które diagonalizuje sie
‘

w bazie (X,Y, Z), i że ma
ono trzy różne wartości w lasne. Udowodnij, że każdy wektor w lasny F jest skalarna

‘
krotnościa

‘
wektora X,

Y lub Z.

20. Za lóżmy, że F :R3 → R3 jest przekszta lceniem liniowym, że diagonalizuje sie
‘

w bazie (X,Y, Z), i że ma dwie
różne wartości w lasne – wartości w lasne odpowiadaja

‘
ce wektorom X i Y sa

‘
takie same. Udowodnij, że każdy

wektor w lasny F jest kombinacja
‘
liniowa

‘
wektorów X,Y lub skalarna

‘
krotnościa

‘
wektora Z.
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